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Os a eu jusqu'il prirent le singulier spectacle d une science dite mathématique dans la- 
quelle le mot fondamental , le mot fnrrs, élan a double on même a triple entente, et de cette ■' 
ambiguïté sont renues toutes les difficultés, obscurités et malentendus que l'un n'a cessé de 
reprocher avec plus ou moins de raison à la science île (a mécanique. 

Pour sortir d’on tel embarras et même pour ue pas fausser en quelque sorte le sens du * 
mol mathématique , H faut qu'on se décide à faire en mécanique ce que L’on a toujours " 
regardé comme indispensable dans les sciences exactes, en n’attribùant a chaque mot essentiel 
qu'une signification parfaitement déterminée, fl faut donc qu’à l'avenir le mot force ne serve 
plus qu’à désigner de deux choses j’une, ou une pression ou une quantité de mouvement. 

Si l’on opte pour la quantité de mouvement (la signification savante du mot forcé } , la . 
mécanique céleste, c’est-à-dire la mécanique d’un nombre quelconque de points matériels 
entièrement isolés dans l'espace , se fera avec autant de élarté qne de facilité, mais on n’y 
emploiera le mot masse que pourdésiguer une quantité totalement inconnue et vraimeul arbi- 
traire ; puis, quand on voudra passer de la dynamique d'un simple point matériel à la dynamique 
d’un corps à volume Uni , l'on rencontrera cet obstacle formidable de la qualité liaison des 
corps qui ne pourra être franchi qu’à l'aide de pures hypothèses; la statique enfin sera un' 
non-sens ou une vaine abstraction dès l’instant qu'on voudra y voir autre chose que le résultat 
particulier des formules déjà connues de la dynamique , quand les vitesses de tous les points 
d’un système se réduiront exceptionnellement à xéro , et pourtant le mot masse ne cessera, , 
d'étre une quantité totalement arbitraire qu'aulant que de la dynamique on aura passé w à 
la statique et de la statique à l’expérience des faits terrestres. 

Ou fera donc de celte manière un chemin immense et vraiment trop abstrait pour arriver 
à la connaissance des faits mécaniques les plus vulgaires et les plus usuels à la surface de 
la terre , ou bien l’on cessera de suivre une marche rigoureusement logique , et l’on tom- 
bera dans cette perpétuelle confusion dont 11 a été question , de manière à faire surgir Inévi- 
tablement à côté de la mécanique dite mathématique, une antre science mécanique dite 
physique et expérimentale, qui vraiment fera tache à la première. 

Si , au contraire , l’on opte pour cette signification vulgaire du mot force dite pression ou 
traction , l’on aura à fonder de prime abord une science de la qualité liaison des corps sur 



laquelle on greffera ultérieurement la science purement géométrique des vitesses, et qui, ainsi * 


complétée , embrassera toute la mécanique. 


. 
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De la qualité liaison >Ios corps ou fera sortir celte science pure de la statique qui subsistera 
par elle-même comme la géométrie , et qu'on ne sera pas libre de tirer comme an corollaire 
des formules de la dynamique. 

Ce sera la sialique qui devra être établie la première par nu ordre de raisonnements dans 
lequel on ne « occupera ni des niasses ni des vitesses des corps ; puis, quand cette science-la 
sera solidement établie, l'on fera on nouveau pas, et, à défaut d'une évidence abstraite, l'on 
invoquera une hypothèse ou un fait d'expérience , s'il le faut , pour étendre les régies bien 
connues de la sialique à tous les ras de mouvement, c'est-à-dire pour fonder la dynamique 
et par suite une science mécanique universette qui , en partant de ce qui a Ucu en nous-mêmes 
et a l’entour de nous il la surface de fa terre , s'étendra Jusqu'aux corps célestes les plus dis- 
tants les uns des autres. 

I_i question étant ainsi posée , le choix de la meilleure signification du mot force ne saurait 
être tlonteiix un instant ni pour une école destinée à former des ingénieurs , c’est-à-dire des 
hommes obligés de lutter incessamment contre toutes les propriétés physiques et chimiques de 
la matière, ai même pour ces établissements destinés à l’enseignement des sciences abstraites 
et purement spéculatives qui , pour la gloire de l'entendement humain , ne doivent pas être 
moins encouragées qu’un établissement destiné plus spécialement à l'enseignement de* sciences 
pratiques et vraiment fécondes flans les applications terrestres. 

Que surtout I nn sache se u nir en garde contre un enseignement quasi encyclopédique, 
et que, par le désir de vouloir tout expliquer, on ne tombe pas dans te grave inconvénient de 
ne plus rien expliquer iitilcmenl. 

Ktiscigrer peu , mais bien , avec un lien philosophique toujours palpable et d'une grande 
simplicité , faire porter le raisonnement plutôt sur les qualités physiques des choses que sur 
des combinaison* abstraites d’équations ; effleurer en passant une tonie de sujets Intéressants, 
et ne s’occuper à fond que des principaux d’entre eux , mais réellement à fond et même avec 
surabondance d’érudlllou ou de minutie pour ceux-là, tel est le secret de former des jeunes 
gens laborieux et capables . qui chercheront toujours à allier une saine théorie à une pratique 
éclairée ; telle est du moins la conviction que l'auteur a cherché à mettre à profit dans la 
rédaction de l'ouvrage qu'un va lire et qu'il n'auriit peut-être jamais achevé, si les nombreux 
changements qui viennent d'avoir Heu dans les programmes et cours de l'École polytechnique 
ue lui en avalent pas fait un véritable devoir. 


r. Rieui. 
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L'ouvrage qu’on va lire a été commencé en décembre 48t>0, quand le bruit 
«'est répandu et confirmé bientôt après, que, dorénavant, on n’admettrait plus 
ta science de la statique a l’École polytechnique , ou du moins que la statique 
n’y serait plus admise que comme une. conséquence de la dynamique, ce qui 
était la même chose, au fond, dans la manière de voir de l’auteur, qui prétend 
que te mal contre lequel on lutte depuis si longtemps , ou vain , dans la science 
de la mécanique , n'a pour principales causes que deux mauvaises définitions. 

La première do ces définitions est celle qui consiste à dire que la force est une 
rause quelconque de mouvement. 

Cet énoncé est trop vague pour le début, et ne saurait même être entendu, 
comme une conséquence ultérieure de la science, qu'au poiut de vue restrictif et 
inverse , qui consisterait à dire : toute cause de changement de mouvement équi- 
vaudra à une certaine force. 

• *, . a ■ r * * « 

Car une science mathématique, non spéculative mais réelle, ne saurait être 
établie qu'avec des quantités mesurables et parfaitement déterminées. 

La seconde définition vicieuse est celle qui consiste à dire que, puisqu'une 
cause quelconque de mouvement imprimera de la vitesse à une masse entièrement 
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II . AVERTISSEMENT. 

1 •- * ; • 
libre, la force sera dirigée dans lo sens de la vitesse, avec une intensité égale au 

produit «Je la masse par cette vitesso. 

En s’exprimant ainsi, au débat de la Bcicnoe, on commet la double faute de 
généraliser empiriquement , et de restreindre en même temps ce qui tout à l'heure 
était trop vague , de manière à rendre inintelligible la Signification du mot force 
dans la science de la statique, où l'on ne s'occupe jamais ni des masses ni des 
vitesses des corps, mais seulement des directions et dis intensités des forces. 

A ees deux fautes principales viennent se joindre en seconde ligne , d’tine part, 

l’emploi abusif de l'hypothèse de la rigidité des corps et de celle encore d’un état 

«• 

absolu de repos dans l'espace; d'autre part, la signification obscure que prend le 
mot équilibre, du moment où la force n’est plus qu’une vitesse ou une quantité 
de mouvement. 

Que dans cet ordre d'idées prises en dehors de la vraie nature des choses, on ait 

pu demander la suppression radicale de la statique, cela se conçoit , ce n’élait que 

de la saine logique, mais une logique qui, malheureusement, après avoir été 

admise, fera rétrograder la science de* la mécanique de plus d’.un siècle , au heu 

de la faire avancer, comme ce devait être le but de la haute commission qui a 

été chargée de réformer l’enseignement à l'École polytechnique. . 

Qu 'est-ce au fond qne la statique? n’ est-ce pas la science delà répartition des 

forces par le moyen de la qualilé.ltaison des corps ? et la qualité liaison des corps 

ne peut-dlo être conçue indépendamment de la qualité matière ou masse? 

Que fera le mouvement ou la vitesse à la qualité liaison , quand if n’y aura plus 

rien de matériel dans le volume d’un corps ? La force , alors , ne pourra-t-elle pas 
*• % . 
continuer d’y résidçr comme eHe le ferait dans une multitude de fils tendus les uns 

contre les autres, et dont la qualité matière ou masse serait négligeable? 

- ** • ' k * • , , , 

Que fera encore la rigidité à cela? cl à quoi bon l’invoquer quand, d’une part; 

notre entendement ne l’exigera pas, et quand, d'antré part, tous les corps seront 
essentiellement flexibles ou variables de figure? 

Quelle sera , d’ailleurs , celle espèce de force qui pourra continuer de résider 
dans le volume des corps supposés dépourvus de leur qualité matière ou masse; 
dans les volumes flexibles comme dans les volumes rigides, à l’état de repos 
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eornnie à l’état de mouvement de ces volumes ? Ne sera-ce pas une quantité réelle 
et absolue , parfaitement distincte de l'état de repos ou de mouvement des points 
des corps entre lesquels elle agira? une quantité qui aura son existence propre 
dans la qualité liaison des corps, oii elle naîtra par le changement de li .'.ure de la 
chose, qui servira à faire la qualité liaison dans le volume d'un corps? une quan- 
tité, enfin, que l'homme le moins instruit appréciera parfaitement à l’aide de ses 
organes ou à l’aide de quclqac instrument à ressort , ot qu’il nommera une pression 
ou Une traction? 

Pourquoi donc attribueru-l-on au mot force une autre signification que ceHe-là , 

quand le savant lui-même, après s' être débattu en vain dans Ici entraves logiques 

d'un mauvais point de départ , sera obligé d'y revenir tôt ou tard , dans la théorie 

de la résistance des matériaux, comme aussi dans la totalité des applications ter- 
v ” • > *'«* ' * 
rostres de sa prétendue science des quantités de mouvement ? 

L’enseignement de la mécanique était certainement ce qu’il y avait de plus urgent 
à reformer à l’École polytechnique , et l’on a fort bien fait d’exiger la connaissance • 
des relations purement géométriques du mouvement des corps avant de passer à la 
considération dos forces , parce q.iiQ cette voie-là seulement peut conduire à bien 
éclaircir les choses et à faire envisager le mot force dans sa vraie signification , 
qui est indépendante de l’état de repos ou de mouvement des points entre lesquels 
la force agit. 

On a' fort bien fait encore d’exiger la dynauiométrie, c’est-à-dire la mesure 

expérimentale des forces de pression el de traction , avant l’établissement d’aucune 

- . 

science mécanique. 

• -■* •' ’• ‘ ' 

Mais par quel étrange revirement a-t-on abandonné ensuite cette idée si natu - 
relie et si vraie de la force, pour lui. substituer une quantité tout autre,, le produit 
d'une masse par uue vitesse, lies l’instant qu’il s'est agi de fa lie la science ? 

Qu’on ne s’y trompe pas , c'est dans ce saul brusque ot tacite d’une force de - 
pression ou de traction à une quantité de mouvement que glt toute l'oliscurllé, 
que des esprits droits n’ont pu méconnaître jusqu’à ce jour dans la science do ta 
mécanique. , . . . 

La sentiment expérimental du l'homme dit pression nu traction , là oit uue science 
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-incomplète nous dit, do primo abord, quantité de mouvement ou produit d'une, 
masse par une vitesse. 

Le. sentiment expérimental de l'homme dit encore, flexibilité ou change- 
ment de figure, là oà une science incomplète veut absolument trouver de la 
* rigidité. 

Avec l’idée vulgaire du mot force, tout le monde com- 
prendra que, dans la disposition de trois fils tondus d’un 
point m sur trois points A, A', A" d’un anneau, il y aura à 
résoudre le problème fondamental de la relation des inten- 
sités de» forces F, F', F" des trois Bis , et que celte relation 

f 

sera indépendante de l’état de repos ou de mouvement du 
système, parce que chacune des forces F, F, F" sera une quantité réelle ol 
absolue dans le fil dont elle proviendra, de quelque manière que le système se 
meuve dans l’espace, à la condition seulement que chacun des fils puisse être 
conçu comme étant complètement dépourvu de sa qualité matière ou masse, et 
que l’anneau puisse être conçu cncoro comme ne changeant pas de figure 
pendant son mouvement , afin que les forces F, F', F" ne puissent pas changer 
dans leurs intensités pendant le cours du raisonnement. 

Tout le monde comprendra ainsi, de prime abord , la question de l'équilibre ou 
le théorème équivalent -du parallélogramme des forces dans sa vraie signification . 
•et parce que chacun des fils devra être complètement dépourvu de sa qualité 
matière ou masse , pour que la commune relation des forces devienne absolument 
indépendante de l’état de repos ou de mouvement du système; tout le monde 
sentira aussi la nécessité de ne pas faire dépendre le mode de démonstration, que 
l’on emploiera pour trouver cette commune relation , de certaines considérations 
de vitesses et de masses, de pures hypothèses , en un mot, qui lui seront parfai- 
tement étrangères. • • . 

Tout le monde, enfin, sentira le vice radical qu’il y aura à biffer d’on trait dé 
plume cette image vraiment exacte et nécessaire du tliéôrème du parallélogramme 
des forces en mécanique, pour lui substituer une agglomération (fhypolhèaee et 

de vérités géométriquement évidentes , comme celles que nous allons relater suc- 

« 
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rinctement ici, de manière à répondre an texte littéral du nouveau programme 
d’admission à l'École polytechnique. * • * , 

Et d’abord les vérités géométriquement évidentes : , 

1* Quand on a les trois coordonnées x', y, t d’on point, on est sûr de trouver 
le point au boni de la diagonale r' d'un paraitélipipéde construit sur les longueurs 

y, z comme côtés. 

2* Quand les coordonnées d’un point seront x' -h x", y' 4- y", t' -4- ou 
pourra ne construire que ta diagonale résultante r du parallélipipède dont les côtés 
seront les sommes x’ 4- x", y -f y", i' 4- s". 

. * . . # < 

On bien l’on pourra construire d’abord la diagonale r' du parallélipipède des 
longueurs x , y , s' comme côtés, puis au bout de celle-là la diagonale r" du paral- 
Jélipipède des longueurs x", y", t" comme côtés. 

Ou bien encore on pourra commoocer par la diagonale r" des longueurs y", x", 
afin de placer au bout de celle-là la diagonale r' du parallélipipède des longueurs 
x, y, z comme côtés. 

' a 

Et par cette triple oonstruclioo , on reconnaîtra que la longueur résultante r se 
trouvera être la diagonale d’un parallélogramme construit sur les longueurs par- 
tielles r\ r" comme côtés. 

3* Quand les coordonnées (*', y', *'), (x", y", x") seront des fonctions du 
temps, la même règle du parallélogramme s'appliquera à toutes les dérivées suc- 
cessives des coordonnées (*', y', s') , (x" y" z") , et quand on ne s’arrêtera spé- 
cialement qu’aux dérivées du premier ordre r on aura le théorème géométrique- 
ment évident du parallélogramme des vitesses. 

Puis les axiomes, définitions on hypothèses : 

1* Quand un point matériel se trouvera à l’état de repos (comme si quelqu’un 

pouvait connaître un état absolu de repos dans le monde I ) , il y persistera tant 
. . » . .* , 
qu’il ne surviendra pas une cause pour le faire mouvoir. 

* • ■ * ' 

8* Quand on point matériel, préalablement en repos, viendra à se mouvoir par 

une cause quelconque, cette cause devra être envisagée comme une force dont 
la direction sera celle de la vîtes»’ , et dont l'intensité sera égale au produit de la 


• * 
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vitesse par lu masse ( comme si la masse pouvait («user uo jour délie use quan- 
tité totalement inconnue à ce seul point de vuel). 

3* Quand nn point matériel, préalablement en repos, viendra à se mouvoir par 
. deux causes différentes et simultauées , le point matériel obéira aux deux causes , 
comme si chacune d'elles agissait isolément , c’est-à-dire que la vitesse résultante 
sc trouvera déterminée par la diagonale du parallélogramme, que l’on pourra» 
former avec les vitesses qu’auraient fait naître l’une et l'autre cause en parti- 
culier., . , 

En partant de pareilles notions et définitions , il est bien clair qu’on réussira à 
établir que deux forces , sur un même point, auront une résultante égale en direc- 
tion et en grandeur à la diagonale du parallélogramme , que l'on |>ourra former 
avec les directions et les intensités des forces composantes comme cités; mais 
sera-ce vraiment là une démonstration du théorème du parallélogramme des forces ? 
de ce théorème fondamental avec lequel on prétendra fonder de prime abord la 
science de la dynamique ( sans avoir besoin de connaître les musses des corps) de 
manière à en tirer ultérieurement les relations do la statique , comme de simples 
cas particuliers ! 

Ne sera-ce pas plutôt un subterfuge de raisonnement. par lequel, après avoir 

déclaré, dès l’abord et sans motif, que le mot force est synonyme du mot vitesse, 

on aura écarté l’idée même de la force, c'est-à-dire l’idée dé la pression oa do la 

traction, qae cqiendant l’on ne pourra éviter ultérieurement dans le phénomène 

du choc ou de la rencontre dés corps, couture aussi dans celai de la réunion 

durable des différentes parcelles d’nn corps à volume fini, « qu’ators ou écartera 

de nouveau , on invoquant une pure hypothèse sur le rôle abstrait que devront 

joua~, au moyen de la qualité liaison des .corps, les produits des masses (non 

encore connues, à ce point de vue de la science) par les vitesses (souvent fictives) 

des parcelles de matière dus corps, sans parler encore des différents axiomes de la 
• , . " ■ ■ • ~r 

statique qui feront défaut à chaque instant et qu’il faudra invoquer comme autaut 

d’hypothèses nouvelles ? 

> , Quale lecteur réponde à ces queslious. 

Quant à l’auteur, son opinion bien arrêtée est que, par une telle voie de raison- 

s * x. H 

, t !’ ■ . , * , «•' 
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ncment, loin de’ démon trer te théorème du parallélogramme des forces avec proflr 
et clarté ponr la science, on ne réussira qu’à obscurcir les choses et à faire dispa- 
raître l’idée même de la force, c’est-à-dire à faire rétrograder prodigieusement la 
science mécanique, au lieu de la faire avancer; et parce que telle est son opinion t 
de plus en plus fortement arrêtée , dès l'époque où il a appris la mécanique en 
assistant aux leçons .de M. Ampère, basées sur les doctrines do Lagrange, parce * 
que telle est enfin sa conviction intime, qu’il n'a pas reculé devant la peine de • . 
■composer l’ouvrage qu’on va lire, non pas avec la prétention d'avoir voulu inventer • 
une foule de choses nouvelles, mais avec la satisfaction de conscience d’avoir ou 
le courage de séparer l’ivraie du bon grain dans la science de la mécanique , en 
classant d’un côté tout ce qui n’est que de la eéométrie ou de la cinématique , 
avec des notions incomplètes des mots force et masse, et d'un autre côté tout ce ». " 

qui est ad la véritable mécanique. . ¥ 


De cet 1 au Ire côté les significations des mots force et masse seront connues de - 
prime abord ; tous les axiomes de la sialique résulteront avec une parfaite évidence 
des définitions ou de la nature même dos choses ; le théorème du parallélogramme 
des forces aura sa démonstration rigoureuse , et la science de la statique précédera . v t 

immanquablement celle de la dynamique, ou plutôt, la dynamiquo ue sera que la 
science do la sialique, rendue complète et- universelle par le moyen des forces 
d’inertie de toutes les parcelles de matière d’un corps, qu’on ne devra jamais 
omettre de compter parmi les autres forces de ce corps. 

* «’ 4 

Les règles de la dynamique seront alors d’une parfaite clarté, et celle fameuse 
loi d’inertie, an sujet de P état de mouvement rectiligne uniformo d’un point maté- 
riel qui n’est sollicité par aucune force, ne sera plus un. principe ni un fait 
d'expérience, mais une pure convention, la plus simple de toutes celles parmi les- 
quelles on se trouvera obligé de choisir , relativement à un système quelconque 
d’axes rectangulaires des x, y , i, sans que jamais il faille invoquer ni l’hypothèse 
de la rigidité des corps , ni celle d’un étal absolu de repos , ni celle d’un état absolu 
de mouvement rectiligne uniforme dans l'espace. > 


Quand l’auteur sera parvenu à réaliser en effet toutes ces promesses, non pas 
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en diminuant , mais an contraire en augmentant immensément la clarté du sujet , 
le lecteur, mis en pleine connaissance de cause , voudra-t-il être assez équitable 
pour convenir qu’enfin la science de la mécanique se trouvera débarrassée des 
obstacles et des idées incomplètes ou erronées qui lui ont été si préjudiciables 
jusqu’à ce jour ? • 

Telle est la question dont l’auteur attendra la réponse de -la saine appréciation 
de chacun. 


F. REECH. 


Lorient, le n (Étrier 1851. 
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INTRODUCTION. 



NOTIONS PRÉALABLES ET DÉFINITIONS. 




\ . La mécanique est la science des forces et du mouvement. - » . . 

2. Le mot force sert généralement à désigner une cause quelconipie de 
mouvement. ... 

5. Le mouvement consiste dans le changement de figure d’un corps ou 
d’un système de corps, et se réduit, par conséquent, aux changements des 
distances d’un point à d’autres points. 

\. L’idée des distances d’un point à d’autres points entraîne avec elle 
la conception de l'espace ou de l’étendue. 

5. L’idée des changements des distances d’nn point à d’autres points en- 

traîné avec elle la conception du temps , et nous conduit à la possibilité 
immédiate de mesurer le temps* ‘ '**•!" 

Nous concevons , en effet, très-clairement qu’un mouvement accompli 
puisse être accompli de nouveau dans des circonstances identiquement 
égales; nous comprenons surtout que certains mouvements alternatifs 
puissent être répétés indéfiniment de' la même manière, de telle sorte que 
le nombre des alternatives de pareils mouvements devienne la mesure cor- 
respondante du temps. 

Le temps passé sera mesuré par le nombre des alternatives déjà accom- 
plies; le temps futur sera mesuré par le nombre des alternatives non en- 
core accomplies, et l’échelle des temps s’étendra indéfiniment en deux 
sens opposés comme l’échelle des longueurs en géométrie. 

6. L'échelle des longueurs et l'échelle des temps étant conçues toutes le* 
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«leux . nous sommes conduits à nous représenter chacune des distances l 
d'un point à d'autres points comme une certaine fonction du temps t , de 
manière à pouvoir exprimer tous les cas de mouvement par des équations 
de la forme 

. .<=/(«) 

entre les variables essentiellement continues / et t. 

7. Mais le mouvement d’un point ne sera véritablement connu que lors- 
qu’on connaîtra toutes les positions successives du point dans quelque sys- 
tème rigide ou invariable de figure, et le plus simple alors sera de concevoir 
trois plans perpendiculaires dont les lignes d’intersection; supposées fixe- 
ment attachées au système rigide, feront les axes rectangulaires des coor- 
dunuées x , y , % du point mobile. 

Les coordonnées x, y, s du point mobile pouvant varier avec le temps , 
on aura généralement trois équations 

*=/.(<) 
y =/.(') 

»=/.(«) 

mitre lesquelles il suffira d’éliminer la variable t pour avoir les équations en 
* , y, * de la courbe ou trajectoire que parcourra le point mobile dans le 
système rigide considéré comme fixe. 

8. Les mêmes équations pourront servir aussi à faire trouver la dis- 
tance l du point mobile y tel autre point (a, b , c) que l’on voudra , soit fixe, 
soit mobile, par la raison qu’on aura toujours 


f = (* — a)' -+■ (y — b)' + (s — c)' 
pour le carré de la longueur dè la droite / et 


COS a. = 


x — a 


cos Bas 


f 

y—± 


< 


‘ - .. , * — c 

008 y = — ï — 

• • I , *' * ' « 
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pour les angles (a, |5, 7 ) de la droite / avec les axes rectangulaires des x, y, %. 

9. Le mot fixt que nous venons d’employer, et qui ne sert généralement ’ 
qu'à désigner l’immobilité absolue d’une chose, a un sens très-net dans 
notre esprit, et pourtant nous ne saurions affirmer qu’il y ait quelque 
chose d’absolument immobile dans le monde. 

De fait, tous les mouvements qu'il nous est donné de connaître doivent 
être considérés comme n’étant que des mouvements relatifs , et il nous ap- 
partiendra seulement, par la suite, de choisir, parmi le nombre infini 
d’axes rectangulaires auxquels nous voudrons rapporter le mouvement d'un 
système, ceux de ces axes qui nous conduiront aux relations mécaniques 
les plus simples. 

Tel sera , notamment, le point de vue des mouvements célestes et plané- 
taires; mais auparavant, il nous faudra établir les règles précises de la 
science, et d’abord nou,s ne nous occuperons que des relations de pure géo- 
métrie dans le mouvement d’un point , abstraction faite des causes ou forces 
qui pourront influer sur ce mouvement. 
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DES RELATIONS PUREMENT OKOM ÉTRIQUÉS DE MOUVEMENT d’i’N PO PCP. 





\ 0. Concevons (l’abord une trajectoire rectiligne et de plus une équation 
du premier degré entre les variables ts et t, la lettre s servant à désigner 
la distance du point mobile à un point fixe de la droite. 

Nous aurons alors, à l’instant t , 


et à l'instant t‘ 


d’où 


• * = C 4- t’I 
js ' = C ■+• vi 

* K — tl(f’ l) 

y g 

—, = v — const. 

t — I 


Ainsi l’augmentation du chemin sera proportionnelle à l’augmentation 
du temps, et le rapport do ces deux augmentations, ou l’accroissement du 
chemin dans chaque unité de temps sera égal à la constante v. 

Ce sera le cas d’un état de mouvement rectiligne uniforme dont la con- 
stante v représentera la pileuse. 
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1 4 . La trajectoire étant toujours rectiligne, mais la relation 

n'étant plus du premier degré, on aura , à un autre instant/. 


et le rapport 


f *'=/(0 

*' “ , ,» , V ’ 

« — « _ /(0-/(Q 

l-l~ ï~t 




ne sera plus constant; de plus, et* rapport dépendra à la fois de I et de t , 
ou, en d’autres termes, il dépendra à la fois du temps /et de la durée t'— t 
de l’intervalle du ten^ps pendant lequel le mobile décrira le chemin *' ». 

Mais nous savons par la théorie générale des fonctions que , lorsque la dif- 
férence/ — / diminuera progressivement jusqu’à zéro , le rapport en ques- 
tion convergera vers une certaine limite déterminée /"(J), et gue d’après les 
notations usitées du calcul différentiel on aura 

». ; .. 


» • • : 


di s 

ï=/». 


Si nous ajoutons que cette limite du rapport variable 


- i 


t — — t 


se nomme la vitnase du.point mobile , nous aurons 1 équation 


»>r 




** - à 


* >: • K . 


qui servira à définir exactement le mot rilesst , dans le cas d’un mouvement 
rectiligne varié, et il ne restera plus qu’à savoir donner une signification 
bien nette au mot vitesse ainsi défilé. 

42. A cet effet nous poserons 


f 
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et nous développerons la fonction 

«'-/(O =/« + «) 

w 

parle théorème de Taylor, ce qui nous donnera ■ ‘ 

•■=/(,+ s )=/(«)+r(«)9 +r« ~ +r(o 5^5+ 


ou 


ou encore 


, - rf* (Pt 9’ rf» 9‘ 

jal + -t + - — P— : P . 

dt it' I.» dt 1.2. S 


, . . du 9' . d’v 6‘ 

3 —t + vi ~t- — — P 77 — ■ -Pt.4.1. 

dt 1.2 dt' 1.2.3 

*% — •’ * * P * * * . ■»*. 

puis, en supposant le temps 9 excessivement petit, nous ne conserverons 
au premier degré d’approximation que la relation simplifiée 

' ’’ 9 T , • %%,•». m 

»‘t=tt + v 9, 

* « • 

qui nous représentera un mouvement rectiligne uniforme , dont la vitesse 
sera justement la quantité que nous venons de définir, 

. dt . 

v== di’ 

cette quantité pouvant être telle fonction que l’on voudra du temps. 

45. Mais ce ne sera qu’au premier degré d’approximation que nous au- 
rons une relation aussi simple entre les variables * , 9 , et au deuxième 
degré d’approximation, il nous faudrait poser 

, dv 9’ 

,=»-P *9 + - — 

. An troisième degré d’approximation nous aurions 
. dv 9* du 6’ • 

* •=‘ +v * + dï U + dT 717’ 




• t 
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et ainsi (te suite, tant que les dérivées subséquentes de la vitesse v ne 
seraient pas nulles. 

1t. L’hypotbèse 


entraînerait exactement 


il 


ds 

p — - _ — rcensti 
il 


et nous ramènerait au mouvement rectiligne uniforme. 

L'hypothèse 


entraînera 


i '9 


S— 

r b 


, ~5 c=c<»st. y, 


•- • V4 « 

• -*fê 

« -"fc’v • \ ! 




-i.'* 


* ~ - — (- Ci ■+• C’, 


T»»ra«5- 


tp-' 


« . -v 4 

et nous conduira à la théorie du mouvement rectiligne uniformément 
varié, dont nous voyons un exemple dans lu chute Verticale des corps 
pe|anls à la surface de la terre. 

.4îk.,.Lqs méjjues raiàouue^wnte ponrioat d’ailleurs être appliqués à une 
trapctsùauwvUq^ copmw.a une trajuçtfiçajfteetiJigap. , ■, *.*> 

4*. Si «ou* considérons mamtenané les équationatinéoMr! v ~ 

■O **v .■ f trf' »> -'■J?.**' 40*:'!*?*,^$ stwj fi'-'ÿ*-*- 


. i *T-*. ;; nHÉKl. - V N 

ysy.+fc, .T ■- *- i: 

- .>•*, r *- ■■** '*■■■ 

-■m »,» .. ***. . «- . ' «trf >" ’i***-.- 


fot rn l t» na i’ espace sera i 


4P 


,4 ,t‘ tVsn 


fil noos comptons ensuite le chemin » du mobile, le long de cette droite, 
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à partir dn point x., y,, z. où il se trouvera à l’instant 

1=0, 

nous aurons : 

« 

j = y (x — *,)’ + (y — y, )' -+-(* — *.)’ = l + b" +c, 

et par conséquent le mouvement dans l’espace sera rectiligne uniforme à 
l’égard des axes rectangulaires des x , y , z. 

La grandeur de la vitesse se trouvera par la formula *1 

4 

* • - • t * •• 

v—sfôy •+■ b 1 4- c’ , 


et la direction de la vitesse sera celle de la droite r. 

, ,« 4 « « < 

Donc, en désignant par », (3, -/ les angles que fera la direction de la 
vitesse v avec les trois axes rectangulaires des x, y, s, on aura : 



eosa: 


cosê : 


* v/a+é’+c* 

y — y. i_ * ; 

* yV + 6 ! +c’ 




•X V.. * 



et l’on arrivera à ce tikéorème de pure géométrie, que la vitesse v dans l’es- 
pace sera représentée en grandeur et en direction par la diagonale du 
paratlélipipède, .que l’on pourra former avec les longueurs a, b, c comme 

cotés adjacents, les longueurs a, b , c étant les vitesses des projections du 
point mobile sur les axes rectangulaires des i, y, z. 

(7. A l aide de ce théorème on trouvera à la fois la direction et la gran- 
deur de la vitesse résultante v , quand les vitesses composantes a , b , c se- 
ront donnée», ou, réciproquement, on trouvera chacune des vitesses com- 
posantes a , i , c, quand la vitesse résultante t sera donnée en direction et 
en grandeur,. .1 - . - ■ 
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La vitesse résultante » pourra aussi être obtenue en ne construisant 
d'abord que la diagonale d’un rectangle snr les longueurs . . • ,, 

4 ,V* * • • «r ^ • 

a, b ou b , c ou c , a 

, ' » « • # • . 

♦ 

T-omme côtés, et en formant ensuite un autre rectangle sur cette première 
diagonale et sur la troisième des longueurs a , b, e comme côtés; caria 
diagonale de cet autre rectangle sera identiquement celle du parai kdipi- 
pêde des longueurs a, 6, e. 

La môme construction pourra être effectuée en sens inverse pour passer 
de la résultante v aux vitesses composantes a, b, e. 

*,*V •• ■ ' • , 

18. Si nous convenons ensuite de subdiviser les longueurs a, b, r de 
manière que l'on ait : ’ , . 

■. V; a=.a! +*" 

ü ' b=zb’ 4-*" 

; • • «=«’+.«", .. ; , 

nous trouverons la vitesse résultante v en |>reuaul la diagonale du paralléli- 
pipède des longueurs a, b, c comme côtés; mais nous atteindrons aussi le 
même bat , en construisant d’abord les diagonales v, v" des parallélipi- 
pèdes que nous pourrons former avec Ica longueurs partielles (a!, b’, c’), 
(•", b", e") comme côtés, et en cherchant ensuite la diagonale du parallé- ■ 
logramme que nous pourrons former avec les longueurs >/, v" comme côtés. 

- 49. Ceci étant reconnu , nous pourrons concevoir un nouveau partage 
des longueurs <r, t de manière à avoir 


-U !►*’ • 


a = a +a" 4- a" = («' 4- a) 4- m" 
b=zb' + b" + b"' = (*' 4- b") 4- b"' 
c = c 4- «" 4- c" = (c' 4- c") 4- c ' , 


• •> <r. 

• . ! • 
t \ 


et nous serons conduits à chercher d’abord la diagonale du parallélo- 
gramme des longueurs p', v", puisa former un uuureau iKualiclogrummo 
sur cette première diagonale et sur la longueur v'" comme côtés. ^ i 
La diagonale de cet autre parallélogramme sera évidemment la vitesse 
pherchép r, et la construction pourra être faite de trois majiiwîs ; en opé- 
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rant d’abord sur r', v" puis sur v"', ou bien > d’abord sur v", v" puis sur v, 
ou d’abord sur i/",V puis sur »*; - • ••',.*•• ***; 

20. En résumé, de quelque manière qu’on veuille subdiviser les vitesses 
composantes totales a, b, r ei^ vitesses composantes partielles {a, b', c), 
ta", b", c), (a'", b"', c"), ..... si l’on désigne par v, v", les résultantes 
partielles correspondantes, il suffira que l'on fasse la composition succes- 
sive de ces vitesses partielles entre elles , au moyen de Ja règle ordinaire du 
parallélogramme, et cela dans tel ordre qu’on voudra, pour que la diago- 
nale du dernier parallélogramme que l’on aura à construire d'après oette 
règle représente à la fois en direction el en grandeur la résultante totale v, 
et pour que ces différents procédés conduisent toujours au même résultat 
que si l'on cherchait directement la diagonale du parallclipipèdc des lon- 
gueurs totales a, b , c comme eûtes. 

2t. De celle régie , ou du mode de démonstration qui nous y a conduit , 
il est facile de conclure encore que la vitesse v se trouvera représentée en 
direction et en grandeur par la 1 gne droite, qui servira de base ou de fer- 
meture a un contour polygonal, dont les différents eûtes seront les lon- 
gueurs»', v", placées bout a bout et parallèlement à leurs directions 
respectives; 

Le nombre des contours polygonaux que Ton pourra tracer ainsi , sera 
•celui du nombre des permutations ^jue l’on pourra faire subir aux diffé- 
' Tentes lettre* à', V, v '".. ••• • - - - * . 

22. PouPinîeux voit encore la signification ou la portes* de eés théo- 
rémea , souk-cou cm rons différents plans superposés. P, P', P", P'". .. et assu- 
jettis il glisser uniformément , sans tourner, des uns sur les autres. 

Le plu r P ne se mouvra pas el contiendra une droite fixe, indéfinie, dans 
ta direction de la \ ilesse -v . 

Le plan P* glissera avec une vitesse v' le long de cetté droite fixe, et entraî- 
nera avec hii une droite indéfinie, placée initialement dans la direction de 
la vitesse p". 

Le plan P” glissera avec une vitesse v" le long de celle droite mobile, et 
et) (rainera avec lui une droite indéfinie, placée initialement dans là direc- 
tion de la vitesse P'": 

Le plan P”" glissera avec une vitesse»"' le long de cette droite mobile, etc. 

Le dernier plan gliseerh avec la dernière vitesse partielle te long de la 
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direction moi)ile de cette vitesse sur le plan précédent, et entraînera an 
point qui lui sera fixement attache. 

De celte manière, il est faciîo de comprendre que, par -le plissement si- 
multané dos différents plans les uns sur les autres , l’on réussira à engendrer 
dans sa vraie nature , au bout d’un intervalle, de temps égal à 1 , le con- 
tour polygonal, dont les côtés seront v', v", v"' et dont la hase ou lon- 

gueur du fermeture représentera la vitesse résultante v du point mobile, 

quelles qnc puissent être les grandeurs des vitesses partielles v, v", v'" 

et l’or tire de glissement des plans. 

25. Au lieu de d'aire mouvoir ainsi des plans les uns sur les autres, on 
pourrait faire marcher des systèmes rigides, ou des systèmes d’axes rectan- 
gulaires, parallèlement à eux-roémos et par glissement le long de certaines 
droites guidantes, dont la première serait fixe, dont la deuxième serait 
entraînée parallèlement à elle-même par le deuxième système, marchant 
par glissement le long de la droite, fixe; dont la troisième serait entrainèe 
parallèlement a elle-même par le troisième système, marchant par glisse- 
ment le long de la deuxième, et ainsi de suite jusqu’au dernier système, 
qui marcherait par glissement le long de fit droite mobile précédente, et 
entraînerait un point qui lui serait fixement attaché. 

On réussirait alors a représenter dans son entière généralité, et par des 
ligures matériellement exéootablcs, ce fameux théorème «le la composition 
et de la décomposition des vitesses en mécanique, au moyen de la règle dp 
parallélogramme, qui ae sera qu’uue proposition évidente de géométrie, 
parfaitement distincte jnsqu’ ici de l’idée que nous aurons à nous faiveinlé- 
rieurement du mot force. . ... ' ...... 

24. Si nous considérons maintenant les équations générales 

*=/.(») 

!/—/,(') • 

et que nous y remplacions t par 

i = i -+- 0 -, 
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l'intervalle de temps 8 étant supposé excessivement petit, nous aurons : 




dx _ d‘x 

*~* + dr«+dT’ 

8’ dx 

8’ 

1? 

dl‘ 

1.2.3 

y'aHij + ^94-^ 
T T dt dt 

Jl 

J. 2 dt’ 

s‘ 

1.13 

rfs d’s 

* ft* « -X. — ft - 4 - 

6’ 

d’ï 

8’ 

dt dt 

1 

1.2 

' lr 

«.2.3 


et, au premier degré d'approximation, nous pourrons ne Considérer que 

les relation» simplifiées . ; , 

' v • • , -, de. 

* =* + --9 

• • •• . • • . « ... , 

dy . 

* * * • * . « » , l** . 

s =t + ~9 

, <■ • dt , 

ipii soojuI celles d'un mouvement rectiligne uniforme à l’égard des axes 
rectaugulaires des x, y, ï a avec une \ilcsse . 


-V^)' + 8) v ©-î 


dont la direction sera colle de la tangente à l’are a de là courbe décrite; car 
en désignant par «, (î, 7 les angles de la tangente il la trajectoire avec les 
axes rectangulaires des x, y , s, on aura : • ' • - 

- dx ■ dx~ ds * ' • 

— = — = rcos3t 

di dt dt 

du dti dt 

, — = — . — SÏDCOSS 

dt d* dt v p 

</; f/s f/s 

— = — . — = » COS v, 

dt ds dt ' 

et par conséquent les angles», £, y de la tangente seront en même temps 
eeu\ de la direction de la vitesse i\ 


c 
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Ainsi le mobile qui à l'instant I se trouvera *, y, », au bout de la diago- 
nale r du parallélipipède des longueurs#, y, % comme côtés, se trouvera à 
l’instant ( + 9 au bout d’une longueur vQ menée par l’extrémité de la 
diagonale r, dans le sens du mouvement, le long de la tangente à la courbe 
décrite. 

Les projections de la longueur eO sur les axes rectangulaires des x, g , z 
seront respectivement 




et quand on voudra avoir La diagonale r’ du parallélépipède subséquent des 
longueurs x', ;', * comme côtés, il suffira de chercher la diagonale du pa- 
i «Hologramme que l’on pourra former avec les longueurs r et ve comme 
côtés. ... .... . jk 

23. 11 ressort particuliérement décos considérations , que le mouvement, 
varié cun digne d’un point pourra toujours être considéré, comme étant rec- 
tiligne uniforme pendant un intervalle de temps infiniment court 9, le long 
do la tangente à la courbe décrite. 

Mais ce ne sera qu’au premier degré d’approximation qu’on aura des 
relations aussi simples, çt au second degré d’approximation on trouvera ; 


. r * *• * * * 



dx <fx 9* 

«x-4- — 9 + — , — - 
dl dl 1.3 




, du , d'y Ç • 

*=» + i s+ iti 


■i 


dz 
dl ' 


dl' I. i’ 




a 


L’élimination de la variable g ferait reconnaître alors que la trajectoire 
se trouve étro une courbe parabolique du deuxième degré, dont le plan 
passera d’une part par la. droite e9 et d’antre pari par une nouvelle droite 



tellement dirigée qu'en désignant par )., u, v les angles de cette droite avec les 
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axes rectangulaires as, y, *, on aura: 


d'x 

* 606 * = rf? 

<f ÿ 

,CO»p = ^ï 
d't 


• ■ . WféMrMS)- 

Le plan ainsi défini devra manifestement être le plan osculateur de la 
trajectoire en x, y ,*, et rien ne serait plus aisé que de le démontrer; mais 
ce qu’il nous importe plus particulièrement de faire remarquer ici , c’est que 
le point mobile qoi à l'instant l se trouvera en x,y,x, au bout de la dia- 
gonale rdn parallélipipède de* longueurs x, y, s comme côtés, se trouvera 
à l’Instant 1+9 au bout de la ligne brisée, que l’on pourra former 
avec Ica trois longueurs • " r 


•a*”*- 


fl' 

r ’ * ,9 > 't 77’ 


placées bout à bout et parallèlement à leurs directions respectives, la lon- 
gueur finie <f dépendant des dérivés secondes dos coordonnées x,y,%, do 
U même matière exactement que la longueur v dépendra des dérivées pre- 
mières de ces coordonnées-, et de la même manière encore que la lon- 
gueur r dépendra des coordonnées clles-nu'mes. 

26. Au troisième degré d'approximation , on aurait : 


dx 

dt 

<1*1 


£x _0]_ 
di‘ 1.2 


, à'y 9' 

di d’t 9' d't 

’ ~~ * + dt 9 + d? i.2 + dï 1,2.3 


d'x 8’ 

rfi 7 7.2.3 

rfy 8* 
dt' 1.13 
8* 


«1 a la simple inspection de ces équations, oa voit que par l'extrémité du, 
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contour polygonal des longueurs 

. 9’ 

. ■ . r « e5 » 17^ 

il y aurait encore à mener une nouvelle longueur 

6’ • 

<f ' t.î.3 

qui dépendrait a la fois en direction et en grandeur des équations 



Nous pourrions passer ensuite au quatrième degré d'approximation , et 
ainsi de suite, tant que les dérivées successives des variables x, y, 3 ne seront 
pas nulles. 

îî7 . En résumé , si nous désignons par 


r > p > 9 j 9 ,> 9, » 

les diagonales d'une série de parallélipipèdes dont les côtés sur les axes rec- 
tangulaires des x, y, z seront respectivement 



X, 

y« 

Z 


dx 

'lu 

dz 


dt‘ 

dt’ 

dt 


d'x 

<< ! .v 

d’z 


dt" 

dt" 

di’ 


<fx 


d’z 

• 


dl" 

dt' 

• * 





■ *'•1 • 

• • • 

• i « 


• Digitized by Google 


18 


PREMIÈRE PARTIE. 


• f . 


nous pourrons ériger en théorème qu un point mobile qui, h 1 instant t, se 
trouvera en x, y, s ou à l'extrémité du rayon vecteur r, se trouvera, à l’in- 
stant à l'extrémité du contour polygonal que l’on pourra former avec 


les longueurs 


• r, »9, 



i.î.3 ’ 


f» 


V 

l.u t ’ 



placées IjouI a bout et parallèlement aux directions respectives des lon- 
gueurs finies 

r > «’> ?» <?. » <?.» 

28. Ue plus , si nous concevons les longueurs x, y, z comme étant parta- 
gées en Un nombre quelconque de longueurs partielles de manière que 
l’on ait 

• ‘ , . i 

* * ! , êt , tH , . 

X — X +X + •••••♦ 

y == y + sf + y'" + 

s. isp»’ + # + *’" + ...... „ 

on aura également ' 

dx dx' dx" éa>" . • * - 

dt dt dt dt 

d’x __ rfV dx" d'x" 

dï~ dt' + dt’ + dt 1 + • , . 

. d'x _ d'x' _ d'x" t d'x" ^ . . . . 

dt’ ~ dï + dt' + dt' + “ 


et pareillement pour toutes les dérivées successives des variables y, z, de 
telle sorte que le théorème général de la composition et de la décomposition 
des vitesses, au moyen de la règle du parallélogramme , s’appliquera aux 
coordonnées totales x, y, s, et à toutes les longueurs partielles de ces coor- 
données (x', y, z ') , (x", y", z"), {x"', y'", comme à toutes les déri- 

vées successives des longueurs totales et partielles de ces coordonnées. 


'« . • SECTION PREMIÈRE. 

29. Ce » 'est pas tout , si nous désignons par 

tes vitesses subséquentes du point mobile à l’instant t+Q , nous aurons 


l» 


/dx\ dx d'x' d'x 8’ 

\dt ) dt dt ’ dt' 1.2 


du d’u d'ti 8’ 

dl dt’ dt 1.2 

/(/*V dz d’z <fs 8’ 

U) + + 

; ■ . • , • • ~ 

et par là nous Voyons qu’au premier degré d’àpproximnfion la vitesse sub- 
séquente v deviendra la diagonale d’un parallélogramme construit sur les 
longueurs v et comme côtés. 

Au deuxième degré d’approximation , il nous faudrait composer encore 
cette première diagonale avec une nouvelle vitesse 




et ainsi de suite tant que les dérivées successives des quantités 

dx dij dz 
dt’ dt’ dt 

ne seront pas Bulles. 

HO. Pareillement, -nous aurions 


/ d’arV d’x d’x d'x 9' 

\dt’) dt ' + dt' 6 dt' i.i + ’ ' ' ' 

Il , 

\dt'/ ~di' dt * ai' 1.2 

/d‘z\' d'z d’z d'x 8 

(dp) ~d? + ~d? 9 + dT Z i + ”” 


.4 
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«I pour trouver la longueur subséquente </, il nous faudrait, au premier 
degré d’approximation, chercher la diagonale d’un parallélogramme dont 
les cdtés seraient <? et yQ. 

Au deuxième degré d’approximation il nous faudrait rom poser encore 
celte première diagonale avec une nouvelle longueur 



et ainsi de suite. 

Etc., etc. 

51. Mais l’essentiel est de comprendre que toute* cos propriétés seront 
des relations purement géométriques et parfaitement distinctes, jusqu’ici, 
de l'idée que nous aurons à nous faire ultérieurement du mot force. 

* * ' s 

• a 
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SECTION II. 


DE LA MANIÈRE TOUTE GEOMETRIQUE PE CONCEVOIR LA FORCE. DANS LE MOUVEMENT DT» O»: 
PE PLUSIEURS POINTS ENTIEREMENT LIBRES. - DE I.A SIGNIFICATION ESSENTIELLEMENT 
BEI. VII VE D’UNE TEI.LE DÉFINITION DU MOT FORCE..- DE LA DIFFICULTÉ DE CONNAITRE 
LES MASSES UES COUP» ET DE FONDER UNE SCIENCE MÉCANIQUE TANT SOIT PEU SATISFAISANTE 
A CE POINT DE VUE INCOMPLET DES CHOSES. « 




52. Quand un point se mouvra d’une certaine manière déterminée par 
rapporta trois axés rectangulaires des x, y, s, et que ce point nous appa- 
raîtra comme entièrement libre dans l’espace, tel, par exemple, que les 
corps célestes, notre première idée pourra être de considérer le mouve- 
ment observé comme une des manières d’être du point mobile, et il n’y 
aura pas lien, alors, de se- préoccuper de la force ou cause du mouvement. 

H n’y aura à connaître que des chemins ou des vitesses, et tout sera dit 
quand on posséder» les trois équations 

*=/,(') 

H = f, (') 

y *-/(«) . 

du mouvement observé. 

55. Quand on imaginera un nombre quelconque de points mobiles dans 
l’espace avec la condition restrictive que ces points ne se rencontreront pas , 



♦ . i 

-T y* 
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sa 

et que nos organes ne pourront ni les saisir, ni apprécier aucune sorte de 
liaison ou d'obstacle matériellement inlerposé, la question sera manifeste- 
ment encore la même, et il n’y attrapas davantage à se préoccuper de la 
force; car le. mouvement sera un fait immuable et indépendant de notre 
volonté ou de uos moyens d'action. 

ô 1. Supposons . maintenant, qu’à partir d'un instant donné l, nous ayons 
la ‘faculté de faire changer le mouvement d’un des points en question, 
alors cette famlté sera une cause de changement de mouvement, et nous 
aurons pour la première fois une idée de la force. 

Admettons encore que, par une telle faculté de changement do mou- 
vement, il nops soit donné iKagir à distance sur un point mobile, à la ma- 
nière des causes électriques ou magnétiques, et particulièrement» la manière 
des causes «b* la pesanteur , qui nous servent à modifier les mouvements des 
corps à la surface de la terre , sans que nos organes puissent nous faire sai- 
sir quelque liaison matériellement interposée entre le point mobile et la 
cause mystérieusement agrssanle-sur ee mobile. 

Alors il «>st clair «pie nous ne saurons avoir aucune idée à priori de la 
force, et que nous serons réduits à ne considérer que l’elTct géométrique- 
ment évident d'une force dans un mouvement donné. 

."0. Or, l’effet géométriquement é\ ident d'une force dons le mouvement 
d’un point, ce sera le changement de la trajectoire ou bien le changement 
de là vitesse du point. ' 

Dès lors U restera à savoir si, u l’aide d’une force, il nous sera possible 
«le produire des changements brusques^ ou seulement des changements . • 

gradin js dans la \ i fasse supposée préexistante d'un’ point. 

"T. Dans le premier cas , la force agirait brusquement a de certains 
instants déterminés, chaque fois que nous observérious un changement 
brusque de vitesse, et le changement fini «le cette vitesse d’après la règle 
cnnmte du parallélogramme, serait la mesure la plus convenable de La 
force; ou bien il nous faudrait admettre que la force est la vitesse même, 

•auquel cas le mouvement rectiligne uniforme serait produit par une force 
constante dans le sens du mouvement , tandis que la suppréssion de la figTe 
produirait iaslautaïukneut l'état de repos. - 

58. O dernier système n’a guère été admis très-explièilemont . et l’antre' 
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devra également être rejeté quami on voudra tenir compte des faits d'expo* 
rieiice qui nous apprennent que jamais aucune des forces ou cnnses fie 
mouvement, dont il est question ici, n'a pu servir à produire des change- 
ments iuusques de vitesse, ' . . , . >• . * 

Ce sera doue le deuxieme cas seul qui méritera toute notre attention, 
et d’après les faits d’expérience dont nous venons de parler, nous devrons 
ériger eu principe que l’effet d'une force augmentera progressivement avec 
le temps, de telle sorte qu’une force de grandeur finie ne produira que «les 
changements de vitesse infiniment petits pendant un intervalle de temps 
iufiniment court. 

511. Le problème de la mesure d'une force par l'effet géométriquement 
évident «le cette force dans le mouvement d’un point se réduira alors à 
ce qui suit : 

Soit MS' la trajectoire d’un point entièrement 
libre en apparence, et supposons qu’à partir 
de la position M du mobile, à l’instant t, 
l’une des forces mystérieusement agissantes 
dont il est question ici 5 , vienne à agir snr lé 
point de manière à lui faire décrire quel - 
qu’aùtre trajectoire MS. « 

Alors les deux trajectoires MS, MS' se rac- 
corderont langentielleineut eu >1, par la raison 
qu’au point M, à l’instant /, la vitesse ne sera point encore modifiée par 
la forée, ni en direction ni en grandeur, ci que la direction d’une vitesse 
sera toujours celle de là tangente à la courbe décrite. 

Mais an bout d’un intervalle de temps très-petit 0, le mobile, au lieu do 
sc trouver en m sur la courbe MS', se trouvera quelque part eu m sur la 
courbe MS. 

La petite' ligne mm sera donc l'effet géométriquement évident de la 
"ftwee sur’Je point mobile pendant le temps 'j , et comme, par hypothèse , 
il ne nous est pas donné de connaître la force par elle-même , nous n’au- 
rons évidemment pas d'autre ressource que de concevoir la force dans la 
direction de la ligne mm, à la conditipn, toutefois, que le temps 9 devra 
être diminué progressiveihent jusqu'à zéro, afin que la petite longueur »')» 



A 


A 
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devienne sensiblement droite, et que sa direction puisse être déterminée 
avec une entière précision. * 

Nous pourrons concevoir encore la grandeur de la force, comme étant 
proportionnelle à la longueur de la ligne mm , pendant un intervalle de 
temps supposé donné, mais infiniment petit, cl au moyen de cos deux 
conventions, il nous sera facile de développer le système mécanique cor- 
respondant. 

10. A l'instant t le mobile se trouvera en x , y, s, nu bout du rayon 
vecteur b mené de l’origine 0. 

A l’instant t + 0 le mobile se trouvera en m sur la courbe MS à l’extré- 
mité du contour polygonal des droites 


r, ® * o , 

M.i Y 'i.4.3 


Ainsi , en portant la longueur w en MM’ sur la tangente MT à la trajec-* 
toirc, il faudra que nous menions d’abord la petite longueur 




par le [«oint M’, puis la longueur 

V • • 

*• * % • * ,* 

,.JL • • 

t 4.3 

■ ■ 

par l’extrémité de celle-là , ainsi de suite indéfiniment. 


Donc à la dernière limite do petitesse de l'intervalle de temps 9, la droite 
M m sur la ligure sera représentée en direction et çn grandeur par la lon- 
gueur infiniment petite du deuxième ordre, 
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dont les projections sur les axes rectangulaires des x, y, 3 nous conduirout 
aux équations : '< 

ifx 

< f cosX=^ r 


ç COS fj. 


COS V = 


dï 
tTt 
d?‘ 


Pareillement sur la trajectoire MS', à cause de la commune vitesse v de 
cette trajectoire avec la précédente en M , la droite M ' m de la ligure sera 
représentée en direction et en grandeur par la longueur infiniment petite 
du deuxième ordre 

* 1.2 


dont les projections sur les axes rectangulaires des x, y, s nous conduiront 
aux équations : 

. ,, d'x 


ç cos = 


COSv = 


_dV 

di‘ 

dV, 


dï 


Donc en désignant par «, (3, y les angles de la droite m' m avec les axes 
rectangulaires des x, y, z, et en représentant la longueur de cette droite 
par la quantité • ' ‘ • . 

. . • • . * g 1 ■ 

nous aurons : 

> . . „ , , d x d’x' * ’ ... 

/COS a = ç COS l — <f COS ) = — — — 

, . ,, d'y d’y' 

... /cosp=,cos fl ^ <f cosf* = — -jL 

*. -, /cos v = y COSv — 9 COS V = — — ^p. , 


k î . > * 

I . 
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et, en vertu «le la double convention que nous avons faite; la force se trou- 
vera représentée par la longueur Jinie f dans la direction des angles «, £, y 
des formules que nous venons de trouver. 

dt. De plus, comme les projections des longueurs f, <p, ^ sur les axe» 
rectangulaires dosa:, y, s, pourront être subdivisées comme on voudra, et 
que cette subdivision reviendra toujours identiquement à décomposer ou à 
recomposer entre elles les longueurs <?, V>/> d’après la règle connue du 
parallélogramme, on voit que la force unique f de nos formules pourra être 
considérée connue étant la résultante de telles autres forces que l'on voudra 
en déduire, au moyen de cette même règle de parallélogramme, et que 
notamment les quantités ; 

4 • ’ . * , W 

/cos* , /cosp, /cosy , 

on les projections de la force résultante f sur les axes rectangulaires des 
x, y, s, deviendront trois forces composantes, dont la simultanéité paral- 
• lèlemeut aux axes équivaudra parfaitement à leur résultante. • " '• 

42. Si, au lieu de raisonner sur le clifttigemcnt de forme de la trajec- 
toire, nous voulions raisonner sur le changement de vitesse do mobile pen- 
dant le temps infiniment petit 9, nous aurions à dire ce qui suit : 

La vitesse étant v à l’instant I, au point M, sur l’une et l’autre trajectoire, 
dans la commune dircetiou MT du mouvement le long de ces trajectoires, 
on trouvera la vitesse subséquente à L’instant / + 9 sur la trajectoire MS 
en cherchant la diagonale «lu parallélogramme que l’on pourra former avec 
les longueurs v et <^9 comme côtés, la longueur ayant la même direction 
ici dans le sens de la ligne M'a» de la ligure, que ia longueur 
' 

? l.t ’ s 

i , * 

' -**••-* f 

de l’autre mode de raisonnement. 

De même sur la trajectoire MS', on trouvera la vitesse subséquente */ en 
cherchant la diagonale d’un parallélogramme que l’on pourra former avec 
les longueurs v et «’9 comme côtés, la longueur *'9 ayant la même direc- 
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tion iei dans le sens de h ligne M’m' de la figure que la longueur 


TI 


, 9’ 

* U 


de l’aulre mode de raisonnement. 

Donc en désignant par /’O une longueur infiniment petite dans le sens de 
la droite m'm de la. figure, la quantité./' étant aussi exactement celle de 
l’autre mode de raisonnement, on arrivera 6 déduire la vitesse subséquente r, 
sur la trajectoire MS de la vitesse subséquente v' sur la trajectoire MS' en 
cherchant la diagonale d’un parallélogramme que l’on pourra former avec 
les longueurs et f 9 comme cotés. 

Ce sera , par conséquent , la longueur infiniment petite du premier ordre 


/9 


au lieu de la longueur infiniment petite du second ordre 


/ 


il 

1.3 


qui deviendra l’effet géométriquement évident de la force pendant le temps 
infiniment petit 9, et du moment où l’-on n'aura d’autre ressource que de 
prendre l’effet géométrique d’une force pour la mesure de la force, en 
direction comme en grandeur, on arrivera aux mêmes relations fonda-, 
mentales que par l’autre méthode, celle du changement de forme de la 
trajectoire. 

43. Un troisième mode de raisonnement consisterait h dire que , puis- 
qu’une force finie ne saurait produire que des changements de vitesse infi- 
niment petits dans un temps infiniment court, ce seront les dérivées du 
deuxième ordre seulement qui pourront varier brusquement dans le cas de 
l’application subite d’une force, étqu’ainsi, au moyen de la règle connue 
du parallélogramme au sujet des longueurs représentées par les dérivées 
successives de tous les ordres des variables x, y, a, on sera conduit à 


.. v 

_ V 
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prendre immédiatement la longueur finie /"de nos précédente raisonne- 
ments pour la mesure de la force, en direction comme en grandeur. 

.jv 44. En résumé, quand on aura : 


dV 
di‘ 

di’ 

dV 

dt‘ 


= 6 




CO 


I 


dans le mouvement d'un point matériel entièrement libre en apparence le 
long d’une trajectoire MS‘, et qu’à partir d'un point M d'une telle trajec- 
toire, le mobile, sollicité par une force, suivra une autre trajectoire MS 
tangentiellement à la précédente, la force qui produira ce changement se 
trouvera représentée en direction et en grandeur par une longueur /'telle 
qn’en nommant X, V, Z les projections de la longueur /sur les axes rectan- 
gulaires des x, y, z, conformément aux relations 

k * * r * < " ' ' . 

X=/c 06 « - _ 

Y = / cos p 

’• • Z=/COSy, 


on aura : 


on inversement : 


x — d ' x 

Xc =S-“ 

di‘ 

7 - d * 

Z = d?~ C 


$ = <,+X ] 

1 


W 
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et rien ne serait changé dans ces relations si l’on y concevait les longueurs 
totales X, Y, Z ccftnmo étant les sommes de telles autres longueurs que l’on 
voudrait, 

X = X' + X"-t- X'" + 

Y = Y' + Y" 4- Y'" •+■ 

Z = Z'+ Z" + Z'" + 


^ f • » 

29 . 


> H T'/ - 

ï - rf 


\- 


• ' 'X: 


chacun des groupes {X 1 , Y', Z), (X”, Y”, Z"), (X ”, Y'", Z’"), pouvant être 

remplacé par la diagonale du parallélépipède construit sur les trois lon- 
gueurs de ce groupe connue côtés, et toutes les diagonales ainsi obtenues 
devant être composées ensemble d’après la règle ordinaire du parallélo- 
gramme. ' ' 

i.’i. \ ce point de vue, les équations (1) seront celles de Vêlai naturel 
de. mouvement d’un point entièrement libre en apparence, et les équations(S) 
seront celles du mouvement modifié du même point à l’aide d’une force f. 

Si au contraire nous posions : 




nous aurions 


* » 

’ ** 


• *' • ü • \ ***? <■ *’ 

, to~3'wr , ^rÿV‘ 


d'x . V 

~r~r — (I -}- X — (I ] 
ai' 

s?=* +, =~ 

Îf=' + z=c '' 


& , 



d X 

de 

rfV 

(0’ 


= b=zb’ — Y 


•Vv il . 

r ^ '''* 5 

(*-)( 


et, alors, en voulant prendre les équations (2 “* | pour celles do l’étal na- 
turel de mouvement d’un point entièrement libre en apparence le long de 
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la trajectoire VS, nous serions conduits à dire, d’après les équations (1 y *^, 
que la même force ^dirigée en sens contraire deviendra Ta cause de l'autre 
mouvement le long de la trajectoire MS'. ’ v* 

46. Le mot force n’aura, de cette manière, aucune signification absolue, 

et comme, avec des causes mystérieusement agissantes comme celles dont 
il est question dans la présente section , il n’y aura pas plus de raison de 
prendre la trajectoire MS' que la trajectoire MS, on telle autre trajectoire, 
encore, que l’on voudra, ]>our représenter cet état naturel de mouvement 
d’un point entièrement libre, duquel dépendra la définition essentiellement 
relative de la' force , le plus simple évidemment sera de faire servir 11 un tel 
usage l’état de mouvement rectiligne uniforme. • • 

Cette convention uue fois admise, on aura, pour tel autre mouvement 
que l’on voudra, 

v (T x 

x= dF* 

’ •’ V ' ' - . 

di" ' 

Z=* ,• 

-• . 

! 

47. Mois le mot force ne cessera pas d’avoir une signification toute re- 
lative, car il suffira que nous. imaginions des axes rectangulaires dos x’, y', 
dans quelque système rigide qui se mouvra autrement que celui des x, y, z, 
pour qu’un mouvement rectiligne uniforme, dans l'un des système* cor- 
responde à uu mouvement curviligne varié dans l’antre système, ou, en 
d’autres termes, pour qu’un seul et même état de mouvement ilans l’espace 
corresponde à des forces f,f esscntiellemeut différentes de l’un à l’autre 
<les systèmes d’axes rectangulaires des x, y, set des x , y', z. 

On entrevoit, il est vrai, qu’il y aura des relations purement géométriques 
à établir entre les eomposarttes X', T', Z' de lu force f et les composantes 
X, Y, Z de la force f d'apres la seule nature du mouvement arbitraire de 
translation et de rotation du système rigide des x', y', s, par rapport au sys- 
tème rigide des x, y, s; mais ce serait nous écarter de notre but que de ■ 
nous arrêter présentement à de pareilles recherches même purement géo- 
métrique». .. ... .. • .. 
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48. Ge. qu'il y a de pins urgent en ee moment, e’est d’essayer de nous 
faire uue idée du mot maxm‘ . et quoique cette idée ne puisse véritablement 
pas ressortir avec uue clarté suffisante des considérations tontes géomé- 
triquès, dans lesquelles nous avons voulu nous renfermer dans la présente 
élection, nous allons tàclîer cependant de nous y appesantir autant qu’il 
nous sera possible de le faire, sans discutera fond les principes effectifs de 
la mécanique, qui feront l'objet de la deuxième partie ci-après. 

A cet effet nous supposerons, d’abord , que l’on conçoive bien nettement 
les équations ; . 

x -^ . .. ; 

de 

' • y — ** 

~dë 


z = 


d li 

dC 


pour mi certain corpuscule ou point matériel parfaitement déterminé. 

Nous imaginerions ensuite Un autre corpuscule ou point matériel iden- 
tiquement égal et juxtaposé à celui-là le long d’une trajectoire identique 
qu’on- obtiendra en déplaçant un peu la précédente parallèlement à une 
droite donnée. •” .* 

Nous concevrons les mêmes équations pour le deuxième point matériel’, 
puis encore pour un troisième, et ainsi de suite, pour autant de points ma- 
tériels identiques que l’on voudra, en nombre ». 

• Alors les m points matériels, lotis identiques, feront un corps ou cor- 

puscule de forme exactement invariable, pendant le mouvement parallèle 
de translation du système , et' les choses se passeront comme si le corps 
ou corpuscule était rigide. ■" ’ 

Mais de ce que chaque point matériel exigera Faction des forees X, Y, T, . 
nous lierons conclure que le mouvement du corps entier exigera les forces : 

P=«X = »^, 
dt' 

Q= n ,Y = m^~, 

* **’ * * > ’ m r t (H ** 

• ((* 1 . •* »•%».•*’ »• ■ h 

K = m Z=n,~. 
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Si nôus ajoutons que le nombre /« , ainsi_ défini , se nommera la niasse 
du corps ou corpuscule, lions aurons de cette manière les équations ordi- 
naires du mouvement d’un point matériel supposé libre dans l’espace. 

4 y . Mais quel usage pourrons-nous faire des équations ainsi établies, non 
pas seulement dans le phénomène de la rencontre ou du choc de deux 
corps ou corpuscules animés de vitesses très-différentes en grandeurs et en 
directions, mais encore dans le cas du double momernent de translation 
et de rotation d'un corps à volume fini, dont les différentes parcelles se 
pénétreraient mutuellement, ou sc sépareraient les unes des autres, s’il n’y 
avait dans la nature même du corps ce commun obstacle à l'un et à l’autre 
effet , qu’ou nomme la qualité liaison , et dont il n'a été nullement question 
jusqu’ici ? . 

oO. Pour vaincre la difficulté, nous pourrions bien faire une hypothèse 
en disant que, dans le cas de deux points matériels réunis par une droite 
rigide et inoxtensible , et dont cette, droite ser\ ira à modifier les mouve- 
ments respectifs, les quantités ou longueurs mf, m'f des deux poiuts devront 
être égales et de sens opposés dans la direction de la droite; puis généra- 
lement, que dans un corps à volume fini supposé libre, toutes les quantités 
mf, m'f, mf... devront, au moyen de la règle parallélogramme, se réduire 
à un groupe quelconque de longueurs équivalentes mutuellement égaies et . 
opposées suivant de certaines lignes droites; mais ce ne serait qu’une pure 
hypothèse, qui ne pourrait être ni vérifiée ni contredite par l’expérience, 
dans le cas où il y aurait des liaisons entre des corpuscules ou points ma- 
tériels de différentes espèces, comme par exemple de fer et de plomb; 
car, à ce point de vue de la mécanique, nous pourrions bieu admettre que 
les masses des corps de même; espèce sont proportionnelles aux volumes 
de ces corps, mais pour des corps d’espèces différentes, nous ne voyons 
plus comme ut il serait possible de connaître les masses m, -m décès corps 
sous des volumes donnés. 

Jtt. Los faits d’expérience de la pesanteur terrestre et la théorie ulté- 
rieure de l'équilibre de la balance nous fourniraient, sans doute, le moyen 
de trouver les masses », m' de deux Corps quelconques d’espèces différente»; 
mais comment établirions-nous la théorie de l’équilibre de la balance, sans 
fonder auparavant la théorie générale du mouvement de rotation d’un corps 
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rigide autour d'un axe fixe, et, sans être obligés d’invoquer de nouvelles 
hypothèses sur la loi des quantités mf dans le cas d’un axe fixe? Là pré- 
cisément où le point de vue inverse auquel nous nous placerons tout à 
l’heure ne nous fera rencontrer que des relations parfaitement évidentes 
de cette partie spéciale de la mécanique qu’on nomme la statique et qui 
est la science pure des forces, indépendamment des vitesses ou des quantités * 
de mouvement qui pourront être les effets géométriquement évidents des 
forces. ’ - 

3t. Nous devons donc conclure que la science mécanique que l'on vou- 
drait fonder sur les considérations de la présente section seulement serait 
au moins très-imparfaite et très-vague , sinon incomplète et fort empirique ; 
qu’à l’aide de différentes hypothèses on réussirait, il est vrai, à faire mar- 
cher les formules de cette science parallèlement, mais en dehors ou à côté 
certainement des véritables conceptions mécaniques dont nous exposerons 
le système dans la deuxième partie ci -après, et qui nous serviront à fon- 
der une science mathématique aussi complète et aussi pleinement satis- 
faisante dans chacune de ses parties que l’autre serait incomplète et creuse * • . 

au fond,' • 
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INTRODUCTION. 


Or ta imNMn 4e MMMttfr la /Ww mwmc mm« «imm f(f«? rérll* et 
a&tatae, parfaitement distincte de l'état de repos on de mouvement des corps 
on points materiels entre lesquels elle agit. — De la qualité malirrr ou wira.sr, 
et de la qualité MsImm des corps —De la mesnre expérimentale des intensités 
des forces par le moyen de certaines liaisons élastiques — De la définition 
précise des mots fmrer et é*«(U*rr , et de la parfaite évidence des différents 
axiomes de la statique dans nn fil tendu de nature élastique. — De la manière 
de fonder la science entière de la mécanique , avec eette seule idée de la force,, 
et d'y ramener ultérieurement toutes les causas imaginables de mouvement 


•» 


» ’ 


I. La seule et véritable idée que nous devions nous faire de la force, 
c’est celle que nous acquérons quand, à l’aide de nos organes, nous cher- 
chons à modifier l’état de repos ou de mouvement des corps qui nous envi- 
ronnent. 

Nous éprouvons alors des sensations qui éveillent en nous plusieurs 
idées fondamentales : d'abord celle de l’existence des corps, puis celle de 
la forme des corps et des propriétés de l’espace, puis eelle du mouvement 
et du temps, puis encore celle d’une certaine quantité que nous nommons 
■ne presnion ou une traction . 

Cette quantité est une cause de mouvement ou plutôt une cause de chan- 
gement de mouvement pour les parties dés corps que nous rencontrons à 
l’aide de nos organes; et comme il nous est possible de produire des mou- 
vements ou des changements de mouvements dans toutes les'directions dé 
l’espace, nous parvenons naturellement à concevoir la pression ou la trac- 
tion comme agissant avec une certaine grandeur ou intensité sur un cer- 
tain point et dans une certaine direction. 
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2. Les sensations qu i éveillent en pous l'idée de lu pression ou de la trac- 
tion sont les mêmes, quand nos organes rencontrent des corps immobiles 
ou des corps en mouvement, et par là nous concevons déjà la force comme 
Une quantité absolue, parfaitement distincte de létal de repos ou de mou- 
vement des corps ou points matériels entre lesquels elle agit. 

Nous concevons encore la force comme une quantité durable ou persis- 
tante aux points des corps qu’elle sollicite. 

\ous concevons surtout la force comme une telte quantité absolue et 
durable, quand, à l’aide d’une pression ou traction convenablement diri- 
gée, nous parvenons à empêcher le mouvement ou changement de mouve- 
ment qui aurait lieu eu l’abseuce de eette quantité ou force. 

5. L expérience nous apprend qu'avec de pareilles forces d'une action 
continue, nous ne pouvons jamais motliiier brusquement les vitesses des 
corps , et de là vient cet axiome ou principe fondamental : qu «me furet 
<T intensité finit ne saurait produire ejne de * » hani/ement* de rileste infiniment 
petits, dans un temps infiniment court. 

I. Quand, au moyen de nos organes, nous agissons sur des corps entiè- 
rement libres, mais de grandes el de jH'lites dimensions, ou sur des corps 
de différentes espèces à dimensions égales, noue ne réussissons à produire 
des changements égaux dans les mouvements préalablement identiques de 
ces corps qu’avec des forces Iris-inégales. 

Nous sommes donc -conduits à penser que dans le pnr mouvement de 
translation d’un corps à volume fini, la force totale devra augmenter 
comme le nombre des particules identiques dont le corps sera formé. 

Nous sommeseonduils encore a regarder comme équivalentes, en méca- 
nique, des parcelles de matière de différentes espèces, dès l’instant qu’il 
nous faudra faire agir des forces égales sur ces parcelles ponr leur faire 
subir des changements égaux dans leurs mouvements, et par là nous com- 
prenons de suite la signification du mot masse. 

o. Les masses des corps seront des nombres proportionnels anx inten- 
sités des forces de pression ou de traction qu’il nous faudra employer pour- 
ob tenir des changements identiques dans les mouvements de translation 
préalablement identiques de ces corps placés librement dans l’espace. 

La condition restrictive du pur mouvement de translation des corps, dont 
on voudra connaître les masses, sera bien facile à concevoir, si l’on con- 
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sidère que dans le mouvement «le rotation d'un corps à volume fini , le* tra- 
jectoires des différents points du corps seront tr os-differentes les unes des 
autres, et varieront nécessairement avec la figure du corps. 

fi. répondant quelque idée qu'on veuille se faire des relations mécaniques, 
présentement encore inconnues, du double mouvement do translati<m et 
de rotation d’on corps à volume fini, on devra regarder comme évident 
qu'ii lu dernière limite de petitesse d» 1 » parcelles «le matière d'un pareil 
corps , tontes les trajectoire* d'un nombre infini de points que l'on pourra 
Concevoir encore dans une parcelle, seront comme identiques, et qu'ainsi 
les effets dus à la rotation de la pnrcolle seront ««mime nuis; c'est-à-dire, 
en d’autres termes, que lorsqu’on voudra fonder la théorie du mouvement 
d'nn simple point matériel, sans dimensions appréciables, l’on n’aura à 
s’occuper que «le la translation du point matériel le long d une certaine 
courbe ou trajectoire, sans ternir compte d’une rotation du point matériel 
à l'entour de la ronrbe f). 

7. Mais ce n’est pas seulement la qualité matière ou massi> que nous 
reconnaissons ainsi, au moyen des forces de traction ou de pression, que 
nous pouvons faire agir sur h*# corps par l'intermédiaire de nos organes; 
•nous reconnaissons eu mémo temps que les corps a volumes finis, les coq» 
solides principalement, ont une tendance propre vers une certaine forme 
déterminée, et que celte tendance est la cause qui fait que l’état d«; repos 
ou de mouvement d’une seule partie d’un corps entraîne des «üats corn»- 
pondants de repos ou de mouvement dans les autres purtiesdu coqts. 

Il y a donc une autre propriété encore, que nous nommerons La qualité 
tîaùon , et qui serv ira à la transmission ou a la pro«luction même de la force 
entre toutes les parcelles de matière d'un corps a volume liui. , . , 

8. Cette antre propriété ou qualité existe bion réellement , car l’expé- 
rience nous apprend que la figure ou le système de liaison d'un corps peut 


(*) * moins loutefois que la matière ne entre d'élre divisible à une certaine limite de pcltae de 
art parcelles, el qu'à o-Ue limite le mouvemeat de rotation d'une parcelle puisse «lire excessivement 
rapide, ce que l'on ne suppose pas oïdinaij entent en mécanique. 

On entrevoit , au surplus, que . dans le cas oit cette circonstance pourrait avoir lieu quelque port, 
nous aurions la retroutee d'appliquer à chacune des parcelle* excessivement petites d’un pareil 
ass< n.tdage, Us relations que | ar la suite nous trouverons, au point de vue ordinaire dis choses , 
dans la théorie du double meuvt nient de tianeiation etde rotation des corp* a volumes Sais. 
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être rompu, et qu alors la transmission cesse entre les parties séparées. 

L'expérience nous apprend aussi que la rupture ou la séparation du sys- 
tème de liaison d’un corps u'a lieu qu'après un certain chaudement de 
figure, préalablement accompli, et par là nous comprenons que la qualité 
liaison des corps pourra nous servir à trouver expérimentalement les inten- 
sités des forces dès le début et avant 1 établissement d'aucune science 
mécanique. » . ..... 

Il nous suffira de convenir en principe ou d'ériger en axiome qu’tï faudra 
de* force* doubles pour rompre à la fois, ou seulement jiour déformer à la foi* 
de quantité* égale* , deux système * de liaison identiques. 

9. Il y a notamment des corps dont la figure, plus ou moins variable sous 
l'action des forces que nous pouvons leur appliquer, redevient exactement 
la même quand les forces ont disparu , et cette propriété, qu’on nomme 
élasticité, nous sera d’une utilité immense dans la recherche expérimentale 
des intensités des forces par k> moyen delà qualité liaison des corps. 

Tous les systèmes de liaison paraissent d’ailleurs être élastiques entre 
des limites de déformation suffisamment rapprochées; mais ce n'est pas là 
ce qui mérite iei notre principale attention. ...... 

■ 10. L’essentiel est que «tout devons regarder un corps à volume fini comme 
étant formé à la fois de matière et de liaison. . ' . 

La qualité matière ou masse comprendra toute chose indistinctement qui exi- 
gera de la force pour être dérangée de son état actuel de repos ou de mouvement , ■ 
et la qualité liaison comprendra toute chose qui ne servira qu'à la transmission 
ou à la production même de la force entre Us points auxquels elle aboutira. 

II. Nos organes ne peuvent saisir , il est vrai, aucune liaison dépourvue 
de masse ni aucune masse dépourvue de liaison; mais nous sommes bien 
libres d’isoler parfaitement ces deux choses dans notre esprit, en appelant 
matière l’une et liaison l’autre. •• . ........... 

Alors la qualité liaison n’aura plus aucune des propriétés de la masse, et 
la chose que nous devrons nous représenter, comme faisant une pareille 
qualité dans le volume d’un corps , deviendra complètement indifférente à 
se mouvoir d’une manière plutôt que d’une autre, c’est-à-dire qu’une telle 
chose suivra spontanément les parcelles de matière qu’elle servira à relier 
entre elles, en faisant de la force sur ccs parcelles et en n’exigeant elle- 
même aucune force pour participer à leur mouvement. 
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12. Cette chose, qui fût ia qualité liaison des corps, a été regardée jus- 
qu'a présent comme rigide ou comme- inaltérable dans sa forme; et comme 
elle n'avait plus aucune des propriétés de la masse, il fui luit lui supposer 
une mobilité tellement («ulaite, qu'une seule force qu'on aurait Voulu faire 
agir sur elle, pendant un temps iniinimeut court , aurait suffi pour lui faire 
prendre une vitesse infiniment grande. 

On ne pouvait donc y concevoir que deux ou plusieurs forces à la fois qui 
se contre-Mançaieiit mutuellement avec une eiftièré évidence , et de ce point 
do vue nécessaire du sujet est venue la statique ou la science pure des forces, 
qui ne traite que des relations de l’équilibre, indépendamment de l’état de 
repos ou de mouvement des systèmes. 

Les vérités de la statique avaient alors un caractère de certitude aussi 
absolu que celles do la géométrie, et leur entier développement ire pouvait 
manquer de précéder l'établissement de la dynamique, ou de cette science 
mécanique proprement dite, que l’on ne parvenait à fonder qu’pn invoquant 
une pure hypothèse, ou un nouveau fait d'expcricncc sur la relation d’une 
force avec l’effet géométriquement évident de cette force dans le mouvement 
d'un point doué de la qualité matière ou masse. 

^2 fr'i , .- ^ f 

13. Le reproche unique qu’il y a à faire à celle manière connue, mais 
trop peu usitée de fonder la mécanique, c'est de ne pas y voir de prime abord 
ce que l’on doit entendre par le mot force, cl d'être conduit à appliquer les 
relations de l'équilibre, uon pas seulement aux forces de pression et de 
traction que uous pouvons faire à l'aide de nos organes, mais encore à de 
simples vitesses, ou bien aux quantités de mouvement perdues et gagnées 
dans le choc des corps rigides, malgré l'obscurité qu’on rencontre ainsi 
dans le phénomène du choc, par l'emploi des masses, non encore définies 
ni connues des corps, et par l' hypothèse même de laxigidité qui ne se véri- 
fie nulle part dans le monde. 

W. Ce reproche-là est bien mérité , car dans le premier cas seulement la 
statique subsistera par elle-même , et le théorème du parallélogramme des 
forces aura besoin d’une démonstration propre. 

Dans 1 antre cas, au contraire, le prétendu théorème du parallélogramme 
des forces se confondra avec la règle évidente du parallélogramme des che- 
mins ou des vitesses eu géométrie, et les relations ultérieures de la statique 
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ne seront, au fond, que des relations dynamiques fort abstraites, et fort 
obscurément travesties. ... • \ 

La statique ne sera plus, alors, qu’une vaine complication <le cette mé- 
canique. toute géométrique, dont nous avons fait entrevoir bien ample- .* -, 

ment les défauts h la fin de la précédente section. 

• * -, > 

13. L’ obscurité et la confusion que, par là, on a vues rester dans la science 

de la niera ni que jusqu'à ce jour, ne venaient pourtant pas d’un vice de rai- 
sonnement ; car, du moment où l’on considérait la qualité liaison des corps 
comme une chose rigide, il n’ était plus possible dç concevoir le phénomène 
de la transmission des forcés parle moyen de cette chose, que comme une 
nécessité do notre entendement , et l’on ne pouvait se refuser à admettre 
qu’il y aurait à transmettre, tantôt des forces de pression ou de traction, 
tantôt des vitesses finies ou des quantités île mouvement provenant de cer- 
tains corps choquants, doués de la qualité matière ou masse. 

Dans le premier cas, une force d’intensité double se concevait sans dif- 
ficulté; niais dans l’autre cas une force d’intensité double ne se concevait 
par elle-même que quand la masse seulement devenait double, et que la 
vitesse perdue ou gagnée ne changeait pas. Quand ta vitesse perdue ou ga- 
gnée changeait d’une de ces prétendues forces à l’autre, on tombait dans 
One sorte d'abstraction empirique et dans une obscurité dont ou ne savait 
plus se debarrasser. 

46. Si, an contraire, nous rejetons l’hyjiothése de la rigidité; si nous 
érigeons en principe fondamental que la q milité. liaison des corps aient d’une 
chose essentiellement variable de figure , snirnnt les directions et les intensités 
des forces gnon pourra appliquer à celte chose,, ou que celle chose pourra avoir 
à transmettre -, nous votroüs non-seulement toutes les difficultés s’évanouir , 
mais la force elle- même se montrera stms un nouveau jour, et la science de 
la mécanique acquerra enfin ce liaut degré de clarté qui lui manquait. 

47. Nous ne nous bornerons pas à supjioser que la qualité liaison des 
corps vient d onc chose essentiellement variable do figure, suivant les di- 
rections et les intensités dos forces qu’on pourra appliquera cette chose, 
ou que cette chose pourra avoir à transmettre ; nous admettrons encore que 
oette -chose est douée d'uuc parfaite élasticité , parce qu'ators nous réussi- 
rons à deüurr exactement te mol force, et à trouver encore d’immenses 
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facilités pour mesurer les directions et les intensités des forces, avant l'éta- 
blissement d'aucune science mécanique; parce quYnfin, avec nn système de 
forces bien exactement définies, au moyen des propriétés élastiques de 
certains corps, il nous sera toujours loisible de concevoir de pareilles 
forces sur d’autres corps, ef d'admettre encore ta cessation des propriétés 
élastiques de cés autres corps, dès que nous le voudrons. 

f Cela posé, nous ferons remarquer d'abord quo la chose élastique 
(jîli fera la qualité liaison d'un corps , de même que la chose rigide que l'on 
suppose ordinairement, ne saurait être imaginée sous l’action d une seule 
force dans l'espace, parce qu'étant essentiellement mobile cl complètement 
dépourvue des propriétés de la masse, cette chose obéirait instantanément 
à l'action de la force avec une vitesse infiniment grande, et par conséquent 
se soustrairait à l'action de la force sans éprouver le moindre changement 
• de figure. 

On ne pourra donc y concevoir que deux’ ou plusieurs forces qui se 
conlre-halanceront ou qui s'équilibreront mutuellement , et, de même que 
sur une chose rigide, l'on entreverra de suite la |M>8sibili(é d'un pareil 
équilibre, quand on y concevra à la fois deux forces- égales et de sens 
opposés dans la direction d’une même ligne droite; mais alors on devra 
observer un changement de figure en rapport avec l'intensité des deux 
forces égales, ol ce changement de figure pourra servir à faire trouver 
expérimentalement la commune intensité des forces; non pas qu’une 
déformation exactement double doive être l'indice d’un groupe de forces 
doubles, mais parce que l'on pourra faire agir à la fois deux groupes 
de forces égales, c'est-à-dire deux groupes de forces dont chacun isolément 
eût produit les mêmes effets, cl qu’alors le changement de figure que 
l'on obtiendra par l’action simultanée de pareilles forces égales, de- 
viendra l'indice certain d’une intensité’ double pour tous les cas ulté- 
rieurs. 

19. Mais l’idée mère du changement du ligure de cette chose, qui fait 
la qualité liaison dans un corp6 élastique à volume fini, ost trop complexe, 
non pas seulement parce que l'on peul y concevoir a la fois plusieurs 
groupes de forces égales cl contraires, mais encore parce que l'idée du 
changement de tiguro d'un corps à volume fini se réduit, dans notre os- 
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prit, aux changements <les distances de fous les points dn volume pris 
deux à doux. 

20. Par ce motif, et pour aller de suite à l’image la plus simple 
possilde dans notre manière de voir, nous concevrons un fil, d’épaisseur 
nulle ou négligeable, mais toi fil doué de ta qualité liaison des cor fis , et 
dépourvu de ta qualité matière ou masse. 

fie fil .étant supposé parfaitement llexihle et attaché à deux corps quel- 
conques en mouvement, il faudra que nous regardions la figure dû fil, 
ainsi que le mouvement des points d’attache du fil aux deux corps, 
comme des choses complètement in différent es, tant que la distance des 
points d’attache restera inférieure a la longueur «lu fil, et jusque-là, il n’y 
aura aucune force à concevoir. 

\ l'instant oit la distance deâ points d’attache deviendra égale à la lon- 
gueur du fil, celui-ci ne pourra affecter qu’une force rectiligne, et la même" 
forme persistera ultérieurement, tant que la distance des points d’attache 
ne deviendra pas moindre, quel que puisse, être, du reste, le mouve- 
ment de translation on de rotation de la droite qui, en passant par les 
deux points d’attache, fera la direction du fil. 

‘ A partir du même instant le fil servira à faire de la gêne ou de la 
forée entre les deux points; mais il y aura deux cas à distinguer, selon 
qu’on voudra regarder le fil comme inextensible ou comme extensible. 

21. Dans le premier cas, avec l’hypothèse d’un fil inextensible', il y 
aura généralement des changements brusques de vitesses dans les corps 
adjacents, à l’instant où le fil atteindra sa forme rectiligne; mais après cet 
instant, le fil pourra continuer à affecter une forme rectiligne, pendant 
que les vitesses ne se modifieront que peu à peu. 

De l’une ou de l’autre manière, le fil inextensible ne pourra servir 
qu’i» la transmission de la force entre les doux points des corps aux- 
quels il tiendra, c’est-à-dire que la force ne pourra venir que de l’un 
des corps sur le bout adjacent dti fil. 

22. Mais un fil inextensible, supposé dépourvu de sa qualité matière 
ou masse, ne saurait être conçu comme étant sollicité par une seule force. 

Notre entendement veut que nous y concevions à la fois doux forces 
P, F d’une égale intensité, et de sens opposés dans la direction du fil. 
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La force P viendra de l’wn des corps sur l’un des bonis du fil, et la 
force P' viendra de l’autre corps sur l'autre bout du lit. 

L’iuextensibilité du fil servira à la transmission mutuelle de chacune 
des forces P, P’ de l’un des corps à l’autre, ou bien riucxtcnsihililé du 
lil pourra être regardée comme une qualité résistante, qui équivaudra 
dans notre esprit a deux forces intérieures mutuellement égales et con- 
traires aux forces extérieures P, P'. 

* Le lil entier pourra d'ailleurs être subdivisé par la pensée, et toutes 
les mêmes forces devront être conçues encore aux extrémités de telles 
[mitions du fil, de longueurs finies ou infiniment petites, qu'il nous 
plaira d’imaginer. • 

25; Mais , arec un fil inextensible , /<« résistance du fil ne dépendra pas de . 
la nature, du fil ,\re sera une quantité indéterminée que nous ne pourrons 
apprécier que par la commune intensité , supposée connue des forces exté- 
rieures ou à laquelle nous attribuerons une râleur fictive, selon le besoin 
des raisonnements que nous aurons h faire, pour nous rendre compte de 
f état obligatoire de repos ou de mouvement des corps adjacents. 

21. Dans le deuxième cas, au contraire, arec un fil extensible, et de 
plus encore arec un fil élastique, la force ne dépendra que de la nature du 
filet de i allongement que le fil aura actuellement subi , par des causes 
quelconques de mouvement à chacune de ses extrémités. 

2->. Quelles que puissent être les causes de mouvement à chacune des 
extrémités du fil , tant que ces. causes n’auront pas allongé le (il , il n'y 
aura point de force à concevoir, et quand ces causes auront amené un 
allongement quelconque dans le fil , la force dépendra directement de 
la quantité d’allongement qui aura lieu, ainsi que de la nature du fil, 
mois nullement du mouvement de translation ou de rotation du fil dans 
l'espace, ni de chacune des causes en particulier, parce, que toutes les 
causes distinctes qui pourront servir « produire un allongement égal 
daus un même fil, feront naître aussi des forces égales dans ce fil. 

26. Donc de prime abord , à l’aide d’un fil élastique, toutes les causes 
imaginables de mouvement pourront être classées dans l’ordre de leurs 
intensités respectives, et de plus encore elles pourront être mesurées dans 
leurs intensités dès l’instant quo l’on conviendra «le regarder comme des L 
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causes doubles, toutes celles qui produiront h la fois un égal allongement 
dans deux fils adjacents et identiques. 

27. A ce point de vue, la force ne viendra plus du dehors sur les deux 
extrémités d’un 111, mais ce sera rallongement du fil qui viendra du de- 
hors et qui sera un effet complexe des causes quelconques de mouvement 
ou de changementde mouvement qu'il pourra y avoir à chacune di*s extré- 
mités du fil; puis rallongement qui aura lien à chaque instant fera de la' 
force a cet instant, mais une force réelle et absolue, parfaitement distincte 
de l’état de repos ou de mouvement du 01, et parfaitement distincte aussi 
de la nature des corps ou des systèmes de corps , ainsi que des causes quel- 
conques de repos ou de mouvement qui pourront se trouver aux deux 

• extrémités du 01, pourvu que l'allongement du 01 n’en soit pasehangé. 

28. Cette espèce de force sera toujours nulle à l'instant où un 01 passera 
de sa forme llottantc initiale à sa forme rectiligne, et elle n'augmentera 
ensuite que par l'augmentation progressive de la distance des points d’at- 
tache du fil aux deux corps adjacents. 

Par conséquent il n’y aura plus de changements brusques de vitesses, et 
l’idée que nous aurons à uohs faire du mot force cadrer» parfaitement avec 
celle que tout le moude s'en fait naturellement par le mot traction. 

29. La direction de la force sera celle du fil dans lequel elle résidera, et 
l’intensité de la force dépendra de l'allongement ainsi que de la nature du 
fil; mais le sens de l’action sera double, ou en d'autres termes, il y aura 
deux forces mutuellement égales et opposées dans le fil sur les corps qui 
tiendront aux deux bouts du fil , parce que le raccourcissement d’uniil élas- 
tique pourra se faire indistinctement par l’une ou par l’autre extrémité, et 
que la pure tendance air raccourcissement d’un fil élastique supposé dépourvu 
de sa qualité matière ou masse, ne pourra être conçue avec une plus grande 
intensité dans un sens que dans l’autre. 

50. Le fil entier pouvant être subdivisé en deux parties quelconques par 
la pensée, nous devrons concevoir encore deux forces égales de contraction 
ou de raccourcissement dans chacune des deux parties; puis, en subdivi- 
sant l une des parties, nous arriverons h concevoir des forces toujours 
opposées et d’une commune intensité , qui représenteront la tendance au 
raccourcissement, ou l’effort mutuel de contraction de chacune des lon- 
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Ijnciir» partielles qu'il nous plaira d'imaginer clans la longueur du fil entier. 

51 . Chacune des loagucurs partielles du fil entier pourra être considérée 
ensuile comme étant sollicitée à rallongement par les deux forces égales et 
opposées . qui proviendront des tendances ou raccourcissement des lon- 
gueurs adjacentes , et pat conséquent l’effort intérieur de mutuelle contrac- 
tion clans telle partie du (il que l'on voudra imaginer, se trouvera équilibré 
par un ell'ort égal d'allongement on de mutuelle extension du dehors sur 
celte partie. 

52. Les propriétés naturellement inhérentes à un fil tendu, ne pouvant 
être conçues que de cette manière-là dans chacune des longueurs partielles , 
el mémo aux simples points de division de deux, longueurs consecutives 
d’un fil, on Ae pourra évidemment faire autrement que de concevoir toute 
chose qui servira à tenir l’extrémité d'un fil , soit masse et vitesse, ou cause' 
quelconque de mouvement, soit pure liaison , comme une simple torce 
égale et contraire à celle du lil sur la chose. 

'* Toile est l'idée la plus simple possible que nous devrons nous faire de la 
qualité liaison des corps dans un lil, au jsoirl point do vue des forces de 
traction. 

55. Pour avoir une pareille idée dé la qualité liaison des corps au seul 
point de vue des forces de pression , c’est-à-dire dons un ordre exactement 
renversé , il nous suffira do concevoir une, ligne droite élastique .non 
llexiblé, el actuellement raccourcie par des causes quelconques de mou- 
vement à ses doux extrémités. 

5 J. Nous pourrons nous représenter encore une ligne droite élastique , 
non flexible et susceptible de résister à l'allongement comme au raccour- 
cissement , afin de pouvoir y considérer, tantôt des forces de fraction, 
tantôt des forces de pression , et de voir ainsi par une seule image tout oc 
qui concernera : 

1* La définition rigoureuse et complète du mot force en mécanique; 

2" La signification du mot équilibre au sujet des forces mutuellement 
égales et opposées qu'il y aura à considérer dans uno ligne droite élasliqué 
actuellement allongée mi raccourcie; 

5* Le principe ou axiome de la transposition facultative d'une force en 
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i un point quelconque Je la ligne droite élastique, dont 1 allongement ou le 

' raccourcissement aura fait naître cette force; 

•4* L’axiome de l'égalité mutuelle entre l’action et la réaction ; 

5" Le principe ou axiome de la parfaite équivalence de toute chose tenant 
u l’extrémité d une ligne droite élastique, soit masse et vitesse, ou cause 
quelconque de mouvement, soit pure liaison, avec une simple force égale 
et contraire à celle de la droite élastique sur la chose. 

3îi. Quant à la manière de nous représenter la qualité liaison d’un corps 
à volume fini, nous n'aurons qu’à relier entre elles, dans tous les seus 
et dans un ordre quelconque, autant de lignes droites élastiques élémen- 
taires de longueurs finies ou infiniment petites que nous voudrons, pour 
que nous acquérions aussitôt une idée excessivement générale de ce qui 
pourra faire la qualité liaison ou la tendance propre d’un corps a trois 
dimensions vers une certaine forme déterminée. 

56. Quand ensuite nous concevrons encore un nombre infiniment grand 
de parcelles de matières en autant de points que nous voudrons de pareils' 
systèmes ou réseaux de lignes’droites élastiques , nous aurons une idée non 
moins générale de ce qui pourra faire la double qualité masse et liaison des 
corps. 

57. Ce dernier point de vue fera l’objet de la dynamique, et le précé- 
dent nous conduira à la pure sialique ; mais la dynamique rentrera im- 
manquablement dans la statique, quand on y concevra l'effet complexe de 
la masse et du changement «le mouvement d'un point matériel supposé 
attaché à l’extrémité d’une ligne droite élastique, comme une simple force 
égale et contraire à celle de la droite élastique sur le point. 

5H. La force que, de cette manière, nous aurons à mettre en lieu et 
place de la double qualité masse et changement de mouvement d’un point 
sur la droite élastique à laquelle le point se trouvera attaché, est ce qu'on 
nomme habituellement une force d inertie , et par couséquent, au moyen de* 
cette définition, la loi fondamentale de la dynamique se réduira toujours à 
un état d’équilibre entre les forces d'inertie et les autres forces d'un 
système. 

30. Mais pour que celte loi puisse être développée sous forme explicite ( 
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il faudra que nous sachions trouves? la direction et l'intensité de la force 
d’inertie d’un point matériel dans chaque cas donné, et comme une telle 
force sera toujours égale et contraire à celle do la droite élastique qui ser- 
vira à produire ou a modifier le mouvement d’un point, on voit qu’il 
nous faudra résoudre le problème qui consistera à trouver la relation 
de la force d’une ligne droite élastique avec l’elTet géométriquement 
évident de celte force dans le mouvement d'un point matériel, ainsi 
qu’avec la masse du point, et que ce problème fera la seule et unique 
difficulté de la science de la dynamique. • f 

10. Car, une fois que ce problème-là se trouvera résolu, il ne pourra y 
avoir de difficulté à comprendre que les causes de mouvement dites élec- 
triques ou magnétiques, et celles notamment de la pesanteur ou de la v 
gravitation céleste, c’est-à-dire, en un mot, toutes les causes mysté- 
rieusement agissantes, dont il a été parlé dans la dernière section de la 
première partie, se prêteront toujours à une parfaite assimilation, dans 
notre esprit, avec les forces des lignes droites élastiques, qui produi- 
raient les mêmes effets sur d’autres points matériels, non soumis à ces 
causes. 1 

■J I . Nous entrevoyons donc très-clairement que, par une telle voie 
d’assimilation nous parviendrons tôt ou tard à étendre la signification 
du mot force à toutes les causes imaginables de mouvement, qui n’é- 
maneront pas directement de la qualité liaison de certains corps adjacents. 

Mais alors, il y aura une convention à faire. 11 s’agira de savoir quelle 
sorte de mouvement, rectiligne ou curviligne, uniforme ou varié, nous 
devrons admettre, comme étant celui d’un point matériel entièrement 
libre en apparence, et parce que nous aurons une entière latitude à cet 
égard, ainsi que nous l’avons déjà fait pressentir dans la dernière sec- 
tion de la première partie, avec le seul avantage ou inconvénient d’en 
voir résulter de plus ou moins grandes simplifications dans les relations 
mécaniques des systèmes, nous serons conduits naturellement à faire 
servir à un tel usage l’état de mouvement rectiligne uniforme, et à ren- 
contrer cette fameuse loi d'inertie de la matière, qui ne sera plus un 
principe ni un fait d’expérience, mais une pure conveution, la plus 
simple de toutes celles parmi lesquelles nous nous trouverons obligés de 
choisir. , v î, i . 
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42. S'il arrivait, enfin, qu’au moyeu d’une telle convention, et d’après 
les résultats de l’expérience, nous fussions conduits à regarder les forces 
mystérieusement agissantes de 1 électricité, du magnétisme, do la pesan- 
teur terrestre et de la gravitation céleste, etc., comme ne dérogeant pas au 
principe de l’égalité mutuelle entre l’action et la réaction, dans les direc- 
tions des lignes droites menées par leurs points d’application, et aussi 
comme ne dépendant pas «les vitesses de ces points, mais de leurs distances 
seulement, nous arriverions, à coup sûr, à l’idée la plus étonnante que 
nous puissions nous faire de 1’univers, car il nous faudrait admettre que 
celte chose que nous avons nommée la qualité liaison , et dont l’existence 
nous est révélée matériellement à l’aide de nos organes dans les corps à 
volumes finis à la surface de la terre, s'étend encore invisiblement et 
mystérieusement entre les corps terrestres comme entre les eorps célestes 
les plus distants les uns des autres. 

Telle est, en effet, l’immortelle découverte de Newton qui servira 
de couronnement à la science de la mécanique, et qui nous permettra, 
au moyen des régies do celte science, de prédire les phases les plus 
variées des mouvements planétaires. 

Mais avant de nous élever à ces hauteurs sublimes, et' afin que nous 
parvenions plus sûrement à y atteindre avec une entière clarté, nous de- 
vrons, au début, ne reconnaître d’autre force que celle qui résidera 
dans la tension d’un fil ou d’une ligne droite élastique. 

43. La force, alors, ne sera plus une cause quelconque de mouvement, 
mais bien une cause de changement de mouvement toute particulière et 
très-clairement définie, que nous concevrons en lieu et place d’une autre 
cause quelconque sur un point matériel, à l’aide d'un fil interposé entre 
cette cause et le point matériel. 

44. Ou Lieu, .en envisageant le sujet d’une maniéré exactement renver- 
sée, nous pourrons dire qu’il y aura des causes quelconques dans l'espace 
qui ferout actuellement ou du mouvement ou de la force, ou l’un et 
l’autre: à savoir : 

9 - ... x - 

4* Du mouvement seulement, avec un point matériel entièrement 
libre en apparence, et qui de lui-même ne persistera pas à l’état de 
repos. 
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2" Do In force seulement, snr un fil qui servira à empêcher le mouve- 
ment d’un point matériel , dans le cas où celui-ci ne persisterait pas de 
lui-méme à l’état de repos. 

3* Du mouvement et de la force, enfin, quand un fil ne servira qu’à 
gêner ou à modifier le mouvement d’un point matériel auquel il tiendra sans 
maintenir ce point matériel à l’état de repos. 

4 o. Au premier point de vue (43), à celui d’un fil interposé entre une 
causo quelconque et un point matériel , la force no.vieudra.que de l’allou- 
gemeut du fil, et cet allongement sera un effet complexe des causes quel- 
conques, qu il pourra y avoir à chacune des extrémités du fil; ce sera là 
notre seule manière de voir en statique. 

# a.' . • * ' ** . »’* ^ . • 

46. Pour passer à la dvuamique, il faudra que l’une des causes devienne 

le parut matériel dont nous avons parlé ; mais l’autre cause . à l'autre extré- 
mité du fil , pourra continuer à être tout ce qu'on voudra. Alors la force ne , 

cessera pas de dépendre du seul allongement du fil, et cet allongement ne 
cessera pas d’être un ellet complexe de la cause quelconque n l'un des bouts 

du fil, et de la cause spéciale d’un simple point matériel à l’autre bout du 
fil; mais comme cette cause spéciale sera une chose bien déterminée dans . % 

sa manière d’être, il est clair qu’avec la condition restrictive d’une pa- 
reille manière d’ètrc bien déterminée, en place de la chose quelconque 
que nous avions à considérer tout à l’heure en statique, il nous sera 
permis, à présent, de dire que ce sera l'autre cause, la cause quel- 
conque à l’autre extrémité du fil, qui fera naitre à la fois de la force 
dans le fil et un changement correspondant dans le mouvement du point 
matériel. * * ’ - r * • ' 

47, De cette manière, donc , la force du fil et je changement de mouve- 
ment correspondant du point, matériel ne seront que deux effets simultané* 
d une cause quelconque, et, par suite; il devra y avoir une relation directe 
entre ces deux effets simultanés, comme si le premier était la cause du 
second, ou, réciproquement, comme si le second était la cause du pre- 
mier. 

La relation directe qu’il y aura entre ces deux effets simultanés d'une 
cause quelconque, sera justement celle dont nous avons déjà parlé (39), et 
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dont la recherche fera la seule et unique difficulté de la science de la dy- 
namique. . . 

18. Au point de vue purement abstrait des choses, il serait , à la vérité , 
bien indifférent de regarder la force d’un fil comme étant la cause du chan- 
gement de mouvement du point matériel auquel tiendra le fil , ou , récipro- 
quement, de regarder le changement du mouvement du point matériel,, 
comme étant la cause delà force correspondante du fil. 

49. Mais il y aura une distinction capitale à faire au point do vue phy- 
sique et expérimental des choses , d’ apres lequel la force F d’un fil sera une 
quantité élémentaire et directement mesurable par l’allongement du fil dans 
lequel elle résidera, tandis que l’idée du changement de mouvement ne 
saurait nous conduire qu’au produit de la masse m d’un point matériel par 
une certaine longueur ou vitesse f et qu’ainsi le produit m f sera une quan- 
tité complexe totalement inconnue, tant qu’on ne saura pas mesurer direc- 
tement la masse m d’un point matériel. 

Or il n’existe véritablement pas d’autre moyen de connaître une masse s» 
en mécanique que celui qu’on déduira de l’équation de principe 

F—»'/» 

ou de la formule équivalente 


F 



' 9 ‘ ' 

qui signifie que la masse m d’un point matériel sera égale au nombre qu’on 
trouvera en divisant l’intensité statique ou dynamométrique F de la 
force d’un fil, par la longueur ou vitesse correspondante f, qui servira à 
mesurer le changement de mouvement du point matériel , sous l’action de 
la force F du fil. 

îiO. 11 est donc bien clair qu’une science mécanique, non spéculative, 
mais réelle, ne saurait être fondée qu’avec l’idée vulgaire du mot force, 
qui rat celle d’une pression ou d’une traction, et non celle d’une quantité 
de mouvement. 

51. Nous pourrons nous placer aussi à ce point de vue inverse du sujet 
dont nous parlions tout à l’heure (44), en disant qu’une cause quelconque 
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servira à faire actuellement ou du mouvement ou fie la force , ou l’un et 
l’outre, ainsi que nous l’avons expliqué. 

Nous aurons à dire, alors, que la cause du mouvement d'un point matériel 
ne fera de la force sur un fil supposé attaché à ee pont matériel, qu’autant 
que le .fil servira à modifier le mouvement qui aurait lieu en l’absenco du 
fil; que, par suite, nous aurons à considérer toujours les mômes effets 
simultanés d’une cause quelconque, que ceux dont nous venons de nous 
occuper, et que le résultat logique de la discussion ne saurait manquer 
d’être exactement le mime. 

52. Donc, finalement, nous devrons fonder la mécanique, en ne recon- 
naissant d’autre force que celle qui résidera dans la tension d’un fil ou d’une 
îigno droite élastique. 

55. Les propriétés élastiques des corps n’ont d’ailleurs été invoquées et 
admises jusqu’ici qu’au seul point de vue do la définition exacte du mot 
force , ainsi que de la qualité liaison , et, actuellement que ces deux choses 
ont été bien élucidées , on doit voir que nous serons toujours libres de con- 
cevoir de pareilles forces dans des réunions de lignes droites imparfaitement 
élastiques, ou même sur des volumes rigides. 

54. L’hypothèse de la rigidité aura l’avantage de simplifier immensément 
tes conceptions d’équilibre et de mouvement d'un grand nombre de corps 
solides, dont les figures éprouveront des changements trop minimes pour 
qn’il y ait à en tenir compte dans les applications les plus usuelles de la 
mécanique à ces corps ; mais , dans d’autres applications, dans celles de la 
théorie des mouvements vibratoires, par exemple, et du choc des corps à 
volumes finis, il ne sera jamais permis de substituer la préteudue rigidité à 
la nature vraiment flexible, et souvent élastique des corps dont on aura à 
s’occuper. Il arrivera même que les corps solides les plus rigides , en appa- 
rence, jouiront au fond des propriétés élastiques les plus parfaites; mais 
entre des limites de déformation extrêmement resserrées, quand leurs 
dimensions seront un peu considérables en tous sens. 

55. Tel sera notre point de vue fondamental, dans la science de la méca- 
nique, aux sections ci-après, dont la première aura pour objet l’établisse- 
ment de la statique, et les autres celle de la dynamique. i ’ 

La force, à nos yeux, sera toujours une quantité réelle et absolue dans lé 
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monde , parfaitement distincte de P état de repos ou de mouvement des corps 
entre lesquels elle agira. ' . • 

La force aura son existence propre dans la qualité liaison des corps; 
■mais elle s’y trouvera à Pétai latent dans tes corps entièrement libres , et 
elle ne se manifestera à P encontre de nos organes , ou dans le choc des 
corps entre eux , que par le changement de figure des corps dans lesquels 
elle nattra. 


80.. Ce n’est évidemment que par le changement de figure de nos propres 
organes à rencontre des corps que nous voulons pousser ou tirer, que nous 
éprouvons les sensations qui éveillent en nous les idées de pression ou do 
traction, et, par conséquent; les forces que nous venons de définir, soit que 
nous ne les concevions qu’un peu vaguement avec nos seuls organeis , soit 
que nous parvenions à les mesurer, avec un peu de précision au moyen des 
. * propriétés élastiquesde certains corps , soit enfin que nous parvenions à les 
mesurer, avec une très-grande précision, au moyen des seuls faite d’expé- 
• rienee du fil à plomb et de. la balance , ces forcas-là, disons-nous, seront 
* t véritablement celles dont tous les hommes ont l’idée et le sentiment 
intime; car les plus ignorants d ente* eux savent les mesurer et les 
' apprécier dès que leur intérêt les y porte,, et sans qu’il leur failfe con- 
naître celte science diffic ile des forces et du mouvement qu’on a appelé la 
mécanique. 



Ai 
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ü7. Pourquoi donc la science mécanique a-t-e’[e été fondée générale- 
ment avec une autre idée de la force que celle qu’on trouve naturellement 
chez tout le monde? • •• . 

Il a deux raisons majeures pour Cela ; l’une, c’est que, de prime-abord,, 
on a Voulu faire de la mécanique céleste; l’autre, c’est que, de prime- 
abord aussi, on n’a voulu raisonner que sur des corps rigides, ce qui sim- 
plifiait, il est vrai , Ips Conceptions dp mouvement et de repos des corps h 
volumes finis, mais ce qui empêchait, en même temps, de concevoir 
bien nettement les forces de pression ou de traction dans la qualité liaison 
des corps. • • j •-* • - - 

La force, alors, n’avait plus son existence propre dans l’intérieur des 
corps, mais elle venait dn dehors, et la qualité liaison , considérée comme 
une chose rigide, ne servait plus qu’à la transmission de la force; par suite 
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la force avait une origine in ompreheiisible, ou bien il fallait l'admettre 
comme une pure abstraction de notre entendement dans le phénomène du 
choc des corps rigides , par lequel on se trouvait amené à considérer des 
changements brusques de vitesse. 

La force n’était plus, vérilaldement , qu’une cause quelconque de mou- 
vement dont l'effet vitesse pouvait seul èJre apprécié , et, quand on essayait 
de fonder «ne science mathématique suV celle définition trop vagœou trop 
peu explicite du mot force, avec la seule idéede la transmissibilité do la 
force par la rigidité des corps, on se trouvait dans une impasse ou devant 
une barrière que l’on ne parvenait à franchir qu’à grand renfort d'abstrac- 
tions et d’artifices, au détriment de la clarté et même de l’exactitude de la 
science. 

Le théorème du parallélogramme des forces se confondait avec la ri-gle 
évidente du parallélogramme des vitesses en géométrie, et, par suite, la 
science de In statique devenait ou suj>ertlue ou inintelligible sans que la 
dynamique en fût plus claire. 

38. Le grand et formidable obstacle de la rigidité des corps ayant, au 
contraire, été démoli par nos efforts dans la présente dissertation , nous 
avons justement rencontré dans ses décombres ce qui manquait à la science 
' de la mécanique à l'ancien point de \ ue des choses. 

39. Quant à l’objection qu’on pourrait vouloir nous faire d’avoir trop 
particularisé la signification du mot force , nous y répondrons à l’avance, en • 
rappelant ce que nous avons déjà dit, savoir que, lorsque nous aurons *0 m 
trouvé la relation de la force d’un fil tondu avec l’effet géométriquement 
évident de cette force dans le mouvement d’un point matériel , ainsi qu’avec 

la niasse du point, il ne pourra y avoir la moindre difficdlté à assimiler 
tout autre cause de mouvement ou de changement de mouvement à celle-là , 
et que ce sera justement par une telle voie d'assimilation qu’on parviendra 
à se rendre un compte bien net de cette fameuse loi d’inertie , au sujet de 
l’état de mouvement rectiligne uniforme d’un point matériel entièrement 
libre , qui , au lieu d’étre un principe fondamental ou un fait d'expérience, 
ne sera plus qu’une pure convention, la plus simple de toutes celles parmi 
lesquelles on se trouvera obligé de choisir , et qui persistera avec la même 
signification dans la théorie des mouvements relatifs, que nous établirons 
par la suite, eu supposant que le système des axes rectangulaires des x., y , 
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*, vienne à être emporté par un mouvement quelconque de translation et 
de rotation dans l'espace. 

Cela dit, nous allons procéder à l'établissement complet de la science 
mécanique dont nous venons de faire entrevoir les bases, et d'abord nous 
ne nous occuperons que des relations de la statique , ainsi qu'on le verra 
à la première section ci-après. 
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Section première. — statique. 
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SECTION r. 


DE LA STATIQUE DES CORPS RIGIDES, ET PLUS PARTICULIÈREMENT 
DE CELLE DES CORPS FLEXIBLES. 


\ . La statique est la science pure des forces avec des corps ou systèmes 
de corps supposes dépourvus de leur qualité matière ou masse. 

' * Tiiry*i » 

2. Par le mot foret, on ne doit entendre que les pressions ou tractions 
que nous pouvons fairo à l’aide de nos organes, sur les corps qui nous 
environnent. 

; . ,-t;. 

3. Ces forces-là sont des quantités réelles et absolues, parfaitement dis- 

tinctes de l’étal de repos ou de mouvement des corps , entre lesquels elles 
agissent. * 

4. Nous concevons encore les forces comme des quantités durables ou 
persistantes aux parties des corps qu’elles sollicitent. 

5. Les forces nous servent à modifier l’état de repos ou de mouvement 
des corps , mais il nous faut employer des forces très-inégales pour produire .. » 
les mêmes effets sur des corps libres de différents volumes ou de différentes 
espèces, et par lu nous acquérons l’idée de la qualité matière ou masse des 
corps. 


- 
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0. Les masses seront des nombres proportionnels aux intensités des 
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forces qu’il nous faudra appliquer à des corps entièrement libres pour 
obtenir les mêmes effets de mouvement. 

• • - " 

7. Quand nous faisons changer l’élat de repos ou de mouvement d’une 
partie d’un corps, il arrive que les autres parties éprouvent des change- 
ments correspondants, et par là , nous acquérons l’idée de la qualité liaison 
des corps. 


8. Les corps sont faits de matière et de liaison. 

Im 1 / milité matière ou masse comprendra toute chose qui , dans un corps entiè- 
rement libre , exigera de la force pour être dérangée de son étal actuel de repos 
on de mouvement. 

La qualité liaison comprendra toute chose qui ne servira qu’à la trans- 
mission ou à la production même de la force entre les points auxquels elle 
aboutira. 

9. La qualité liaison n’ayant jdus aucune des propriétés de la matière, 
la chose qui servira à faire cette qualité dans le volume d’un corps sera 
par elh'-mème complètement indifférente à se mouvoir d’une manière plutôt 
que d'une autre, et la force qu elle servira à faire ou à transmettre , ne 
dépendra pas de son état de repos ou de mouvement. La force y résidera 
d’unç manière absolue, avec une intensité plus ou moins grande, et pour 
qu’il n’y ait pas, en cela, un effet sans cause, on devra regarder la force 
comme étant produite par le changement de ligure des corps dans lesquels 
elle résidera. 


-10. Tous les faits d’expérience nous apprennent, en effet, qu’avec des 
forces de pression ou de traction, nous pouvons faire changer la figure des 
corps , et réciproquement, que le changement de ligure des corps par des 
causes quelconques fait naitre des forces de pression on de traction , dans les 
volumes des corps à l’encontre de ces causes. • ‘ J 

Donc, en principe, la foret naîtra dans la chute qui fera la qualité liaison 
d’un corjis . quand des causes quelconques du dehors produiront un change- 
ment de figure dans cette chose. - . . , . 

41. La force naîtra encore dans la chose qui fera la qualité liaison d’un 
corps, quand des causes quelconques du dehors serviront à empêcher lé 

hangement de ligure qni, en l'absence de ces causes, serait produit par 
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certaines causes intérieures, comme, pur exemple, une augmentation ou 
une diminution de calorique, etc. 

12. La manière la plus élémentaire de concevoir la force au moyen de 
la qualité liaison des corps, est celle que nous apprécions à l aide de nos 
organes dans un fil tendu. 

l’ar une abstraction de notre entendement, nous pouvons nous repré- 
senter un til tendu, comme étant complètement dépourvu de .si qualité 
matière ou masse, et alors un pareil til -sera parfaitement indifférent à se 
mouvoir d’une manière plutôt que d’une autre, c’est-à-dire qu’un pareil 
fil suivra spontanément les corps ou obstacles, auxquels il se trouvera atta- 
ché, en faisant de la Force aux points dialtachc sur ces obstacles, et en 
n’ exigeant aucune force pour participer à leur mouvement. 

1 3. La tension d’un fil, ou sa tendance au raccourcissement, fera néces- 
sairement, deux forces égales ou opposées dans la direction du fil , sur les 
obstacles ou choses quelconques adjacentes, et la commune intensité des 
forces dépendra de l'allongement actuellement existant , ainsi que de la 
nature du fil, mais il ne dépendra point du mouvement de translation ou 
de rotation du fil dans l’espace. 

I I. l'n fil tendu pouvant être subdivisé par la pensée en deux parties, 
nous devons concevoir encore les mêmes forces de contraction dans cha- 
cune des deux parties, pqis, en sulvdivisant l’une des partie», nous arri- 
vons à concevoir des forces toujours op|*osé£s et d’uno commune intensité, 
qui représenteront la tendance nu raccourcissement, on l'effet mutuel de 
contraction de chacune des longueurs partielles, qu'il nous plaira d imagiucr 
dans la longueur du fil entier. 

45. Chacune des longueur» partielles du fil entier pourra être considérée 
ensuite comme étant sollicitée à rallongement par les deux force» égaie» et 
opposéesqui proviendront des tendances au raccourcissement des longueurs 
adjacentes, et, par conséquent, l'effort intérieur de mutuelle contraction 
dans telle partie du fil entier que l’on voudra imaginer,, se trouvera équi- 
libré par un effort égal d'allongement ou «le mutuelle extension du dehors 
sur cetfe partie. 

Ht. Les propriétés naturellement inhérentes à nn fi! tendu ne pouvant 
être connues que de cette manière-là . dnns chacune des longueurs partielles 
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du fil entier, et même aux simples points de division de deux longueurs 
consécutives, on ne pourra évidemment faire autrement que de concevoir- 
toute chose qui servira à tenir l’extrémité d’un fil , comme une simple farce 
égale et contraire à celle du fil sur cette chose. 


-17. Or, trois fils pourront être dirigés d’un points sur trois autres points 
A, A', A", et, dès qu’on réfléchira à cette question, on comprendra que la 
figure du système d’abord flottante et arbitraire , avec des fils. suffisamment 
longs, ne pourra avoir une forme nécessaire et exactement déterminée, 
que lorsque, avec des fils de plus en plus courts, les longueurs I, I', C de- 
viendront les distances des points A, A', A" à un point m situé quelque part 
dans l'intérieur du triangle A A' A*. 



A l’instant où cette condition se trouvera remplie, 
il n’y aura point encore de forces, mais après, quand 
les fils seront élastiques, et que l’un d’oux se trou- 
vera allongé nn peu au delà de son point d'attache, 
il est manifeste que les deux autres devront s’allonger 
de certaines quantités correspondantes, et que de ce» 
trois allongements naîtront trois forces P, P', P" dans une certaine rela- 
tion entre elles, à l’entour du point », dans le plan du triangle A A’ A". 

Quand cet état aura fieu, il est clair què deux des trois forces P, P', 
P" équivaudront à une seule force égale et contraire à la troisième , et que , 
si l’on emploie le mot résultante, pour désigner une seule force qui équi- 
vaudra à deux autres, l'on pourra dire que chacune des forces P, P', P'' 
sera égale et contraire à fa résultante des deux autres. 


-18. Ainsi nous ne mettrons pas en doute que deux forces appliquées à un 
. même point » auront une résultante , et que cette résultante tombera dans 
le plan des forces composante». - * 

Le point m ne pouvant être situé que dans l’intérieur- du triangle AA'A", . 
pour que les fils ne se trouvent pas à l’état flottant , nous ne mettrons pas 
ea doute non plus que la direction de la résultante tombera dans l’intervalle 
angulaire des forces composantes. 

Mais il restera A savoir trouver la direction précise et l'intensité de la force 
résultante, quand les forces composantes seront données, et ce sera dans 
cette relation que consistera le fameux théorème du parallélogramme de* 
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forets, qui suffira à lui seul ù l’eolier établissement de la statique, ainsi 
qu’on le verra bientôt. 

19. Pour que les intensités des forces P, P', P” ne changent pas pendant 
le cours du raisonnement, il sera nécessaire que le triangle A A' A" ne 
change pas de figure, et par conséquent, le plus simple sera de concevoir 
les points d’attache A , A',’ À" sur un corps rigide évidé. 

20. Le système rigide des points A, A', A" pourra, d’ailleurs, être animé 
d'un mouvement quelconque de translation ou de rotaiion, et la figure des 
trois fils tendus n’aura d’autre vertu que de participer spontanément et avec 
une complète indifférence à un tel mouvement, dès l’instant qu’il n’y aura 
plus de qualité matière ou masse dans ces fils. 

Donc, en principe, tes intensités des forces P, P’, P” et tes angles de ces 
forces entre elles ne dépendront pas de l’état de repos ou de mouvement du 
système auquel tiendra la figure exactement invariable m AA' A”. 

Par conséquent aussi, le raisonnement qui nous conduira à la commune 
relation des forces P, P’, P ', devra être indépendant de l’état de repos ou 
de mouvement du système, et par ce motif, nous rejetterons absolument 
toutes les prétendues démonstrations du théorème du parallélogramme des 
forces au moyen de la règle évidente du, parallélogramme des vitesses en géo- 
métrie (*). » 

21 . Mais à cette exception près, nous serons des plus accommodants; car 
avec des forces de traction comme celles de nos fils supposés dépourvus de 


O Os prétendues démonstrations ne reposent en effet que sur les hypothèses ou faits d’oxpé- % 
rience que voici : 

I* Il faudrait qun le point de réunion m de nos Vois fils fût continuellement juxtaposé à un point 
matériel entièrement libre, de telle sorte que l'on pût y relier le point matériel sans rien changer 
aux forces P. P’, P". 

f n faudrait qu’en coupant simultanément deux fils, )c point matériel attaché en ai ne pût se 
déranger de son état de mouvement préexistant que dans la direction du troisième fil , avec une 
vitesse additionnelle qui fût proportionnelle à l'intensité de la force de ce fil. 

S* Il faudrait qu’en coupant un seul des trois fils, le poiot matériel ne pût se déranger de son état 
de mouvement préexistant, qu’en se déplaçant à la fois dans les directions des deux forces résis- 
tantes, comme si chacune de ces forces agissait isolément; il faudrait, en un mot, que l'on pût 
Invoquer encore le principe de l'indépendance d s effets partiels de plusieurs forces simultanées. 
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leur qualité matière ou masse, et avec la faculté de concevoir des liaisons 
rigides quand nous le voudrons, il sera facile défaire en sorte qne la signi- 
fication abstraite de la plupart des autres démonstrations connues, soit syn- 
thétiques, soit même analytiques, ne porte plus que sur des images par- 
faitement claires et matériellement exécutables, ce qui entraînera une 
parfaite évidence dans les raisonnements que l'on aura à taire sur ces 
images. 

22. Ainsi, par exemple, la démonstration des Éléments de statique de 
M. Poinsot pourra être exposée «le manière à nous convenir parfaitement, 
quand on ne voudra s’occuper d’abord que de la composition des forces pa- 
rallèles; et nous voyons d’autant moins d’inconvénients à cela , que nous 
tenons absolument il la théorie des roupies , sans laquelle les moindres applica- 
tiQiis de la statique , ét plus particulièrement encore celles de la dynamique, 
dont il sera question par la suite, perdraient toute espèce de signification 
élémentaire et simple. 

Chacune des questions que l’on voudrait traiter en particulier ferait 
surgir un dédale do calculs algébriques, de transformations de coordonnées 
et de changements d’origines, là où par la théorie des Couples, on 

• verrait les choses au premier aperçu et dans leur plus grande simplicité 
possible. 

25. Que l’on essaye par exemple de traiter à fond le problème de la 
stabilité des corps flottants aux deux points de vue, et qu’on nous dise 
après , si ce que nous venons de déclarer esl empreint d’exagération on 
non ! 

• Nous pourrions citer encore le problème de la rotation des corps libres 
et la théorie des aires, la recherche des pressions des corps en repos ou 
en mouvement, dans les machines, sur les points fixes ou sur lés axes 
fixes de ces corps; la décomposition d’une force donnée daus un assem- 
blage un peu compliqué de pièces reliées entre elles par des charnières, etc. 

24. En tous cas, puisqu'il faudra toujours employer les quantités ou 
moments 

L = E(ÿZ-*Y), 

- . . ’*• M=S(sX — *Z)7 
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pourquoi s’obstinerait-ou . n mécanique, à ne pas vouloir attribuer h de 
telles quautités un sens interprétatif, aussi élémentaire et aussi fécond que 
celui de la théorie des couples, alors que partout ailleurs , dans les sciences 
mathématiques, on est, avec juste raison , si empressé de vouloir éclaircir, 
par des ligures do géométrie ou par d'autres images d’une grande simpli- 
cité, les calculs trop abstraits de l'algèbre. 

25. Qaoi qu’il eif soit , dés l’instant qu’on saura démontrer le théorème 
du parallélogramme des forces, on réussira toujours ii fonder la statique 
élémentaire et à trouver les six équations connues 

• #••• , , , • > 

■ •- - • X=SPcos a =f> 

Y'=EPcosjS=» * 

Z = s P COS y = 0 

L=£P(ÿCOSy — ÏCOS (S)= 0 
. . M=£P(sco3a — xcosy)=0 

N = £P(xcos(3 — xcos a )=0, 

comme conditions nécessaires et suffisantes de l’cquilibrc d’un système 

rigide, sollicité par un nombre quelconque de forces P, P’, P” aux 

points (x, y, x), (*", y ' , a'),... et dans les directions des angles («, |3, y), 

l* > £ y 7 ’ * * ’ 

26. On ne saurait douter non plus que ces équations ne soient applica- 
bles ii l'état d’équilibre d’un système variable de figure, dès l'instant que 
la déformation du système sous l'action des forces extérieures P, V, P"..i. 

- sera parfaitement accomplie , et que les coordonnées x, y , s des points 
d’application des forces seront celles de la figure déformée. 

27. Mais quand bn voudra appliquer ces équations à des systèmes 
pourvus de la qualité matière ou masse , il faudra , avant tout, que chacune 
des parcelles de matière d’un corps soit connue comme une force égale et 
contraire a celle du fil, qu'il y aurait à faire agir sur celle parcelle, supposée 
libre daus l'espace, pour lui imprimer le luouvcmcut qu elle aura en effet • 
dans l'intérieur du corps ou système dont elle fera purlie. 

2H. il faudra , eu uu mol , que Jes furcei d tnrrlie de toutes les parcelle» 
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de matière d’un corps soient comptées parmi les forces P, P, F'.... de nos 
formules, et comme on ne saura apprécier généralement la force d’inertie 
d une parcelle de matière que par la science de la dynamique, il y aura la 
un empêchement qui restreindra les applications de la statique proprement 
dite, aux seuls corps en repos à la surface de la terre; non pas qu 'alors les 
forces d - inertie dont il est question ici soient milles ou négligeables ; mais 
parce que ces forces d’inertie deviendront identiquement, ce qu’on appelle 
les forces de. pesanteur oh les poids des corps, et que, par lo moyen d’un fil à 
plomb à suspension élastique, comme aussi à l’aide d’une balance , nous par- 
viendrons à reconnaître expérimentalement tout ce qui concernera les 
directions et les intensités des forces de la pesanteur, sur des corps main- 
tenus dans un état de parfaite immobilité à la surface de la terre. 

29. Ainsi la direction d’un fil à plomb à l’état de repos nous fera recon- 
naître cette direction invariable des forces de la pesanteur, en chaque lieu, 

qu’on nomme la verticale du lieu. 

1 • • 

50. La nature élastique du mode de suspension d'un fil à plomb nous 
fera reconnaître que le poids d’un corps est une force d’intensité constante 
en chaque lieu du globe. 

■*» . , l ‘ ' 

,>■ 51 . La nature élastique du mode de suspension d’un fil à plomb pour- 
rait servir encore à nous faire reconnaître que le poids d’un corps diminue 
un peu des pôles à l’équateur , comme aussi du niveau de la mer au som- 
met des montagnes et au fond des mines; mais ce procédé ne serait 
pas d’une grande précision, et les règles ultérieures de la dynamique, 
dans la théorie du mouvement oscillatoire du pendule, nous fourniront 
le meilleur moyen de constater expérimentalement les changements d’in- 
tensité les plus minimes des forces de la pesanteur en différents lieux du 
globe- _ . • ' . 

32. L’expérience d’un fil à plomb, à l’état de repos, pouvant être faite 
avec plusieurs corps attachés a un mèinclil, nous acquerrons bien claire- 
ment de cette manière l’idée d’une force résultante égale à la sommé des 
• poids des différents corps, et, en effet, la balance, qui est un instrument 
de grande précision pour nous faire trouver les rapports des poids des corps 
en un même lieu , nous fera reconnaître que le poids résultant de plusieurs 
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corps tenus eusemble par desfilsou par simple juxta-position, sera toujours 
égale à la somme des poids de ces corps. 

53. I.a balance nous fera trouver encore la même égalité, quand nous 
subdiviserons un corps én différentes parties plus ou moins grandes, par 
quelque procédé mécanique, ou physique et même chimique, que ce 
puisse être. 

Toujours le poids total sera égal à la somme des poids partiels ou réci- 
proquement , pourvu que l’on opère dans un espace vide d’air. 

54. Ni la forme des corps , ni là diversité de leurs espèces , ni la tempé- 

rature, ni l’état lumineux, é!ectrique , ou magnétique des corps, ni leur 
état de solidité, de liquidité ou de tluidité, ne feront changer le résultat 
fondamental des expériences de la balance, et Vom se trouvera amené par 
ces expériences à concevoir les forces de la pesanteur sur des corps en repos 
à la surface du globe terrestre, comme dos forces vorticalcs, qui dépendront 
de la nature intime de chacune des parcelles île matière d'un corps , et qui 
agiront sur ces parcelles dans l'intérieur comme à l'extérieur des corps , en 
diminuant un peu dans leurs intensités, des pôles à l'équateur, comme 
aussi du niveau de la mer au sommet des montagnes et au fond des 
raines. * 

53. Les règles ultérieures de la dynamique nous serviront, il est vrai, 
à bien éclaircir cette manière de voir au sujet des forces de la pesan- 
teur, mais elles ne sauraient ni la démontrer, ni la continuer, tant 
qu’on n'admettra pas les hypothèses ou les nouveaux laits d’expérience 
qui nous feront trouver le principe fondamental de la dynamique ou la 
formule usitée 

P — ’»9 


entre l’intensité statique ou dynamométrique du poids P d’un corps, et 
l’accélération y des forces de la pesanteur, ainsi que la masse n du corps. 
Doue, en pure statique, nous ne devrons pas connaître la formule 



Il nous sera permis seulement de désigner par 
y le vol unie d’un corps 
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■or le poids du corps par unité de volume , 
de manière à avoir la relation 

* ' „ P = -»V, 


.. .• > •. r . 


puis l’expérience nous apprendra que le poids -w par unité de volume variera 
considérablement pour différentes espèces de corps, tandis que pour les 
mêmes espèces de corps, sous de grands et de petits volumes, la quantité -m 
pourra ordinairement être regardée comme une constante. - 

5<>. Un corps à volume fini pouffent être subdivisé en un nombre infini- 
nient grand de petits volumes dV et de parcelles de matières correspon- 
dantes, nous devrous y concevoir autant de poids partiels dP, qui dépen- 
dront do la relation * • . . _ . r . - • \ ...? . . y > ■ 


la lettre en de celte relation servant à designer le poids spécifique , ou la 
densité pondérable d’une parcelle de matière dans l'intérieur d’un corps. 

57. Toutes les verticales d’ilne région peu étendue fe la surface du globe 
pourront d’ailleurs être considérées comme des droites sensiblement paral- 
lèles, et alors, en nous servant des règles ordinaires de la composition de» 
forces parallèles en statique, nous aurons les formules 


P = EWV 
P 52 =£w/P = ï;.®ÆdV 
Pr, = SÿdP = E^-ÿrfV 
Pç 3= XsdP ss E®ïdV 

pour trouver le poids total P ou la résultante des poids partiels dP, ainsi 
que les coordonnées £, n, ç du point central d'application de cette résultante, 
ou du centre de gravité d’un corps. 

i « » ‘ • • 

58. Quand ensuite nous ferons 


dV = dx dy <k , 
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et que de plus, on nous donnera unecertaine relation 


— /(*. y. *) 



pour la loi des quantités s>, comme si le volume de matière d’ uil .corps était 
une chose entièrement pleine ei continue, nous n’aurons qiéà remplacer 
le 6igne l , par le signe f d'une triple intégration, par rapport aux variables 
x, y , z dans toute l'étendue d'un volume occupé, puis à effectuer les diffé- 
rentes intégrations dans chaque cas donné , pour avoir la théorie complète 
de la composition des poids, et de la recherche des centres de gravité dus 
corps dans la science de la statique. 

59. Les applications les plus usuelles de la théorie des centres de gravité 
seront celles où I on pourra supposer - * 

-=-E%ÿ7 -ri." . . / . , • Vj’Kï V. »w .J» •rvT'Mf. 




© =: co nul. 


it'i- v*d- 


et alors la seule figure d'un corps entraînera la position du point ç, r ., ç dans 
oetto ligure. 

40. On pourra concevoir encore des surface* pesantes ou des lignes 
pesantes, afin de n’avoir que deux ou une seule intégration à faire, et sou- 
vent, enfin, l’on réussira à substituer aux méthodes générales d’intégration 
des considérations synthétiques d’une grande simplicité. 

41. De toute manière, nous n’aurons qn’à nous emparer des lois expéri- 
mentales de la pesanteur aH 6ujet des corps maintenus obligatoirement en 
repos à la surface de la terre, et à compter les poids ou les forces de pesan- 
teur de oes corps parmi les forces P , f , P” de nos six équations , pour que 
le cbamp des applications de la statique, proprement dite, devienne à l’in- 
stant (fort étendu. 

42. Il est d’ailleurs admis en principe que tout obstacle ou toute gène au 
mouvement d’un corps équivaudra à do certaines forces dirigées parles 
points où Tésidera soit l'obstacle, soit la gène, et que ces forces -là ne 
devront jamais être omises dans les six équations de l'équilibre d’un corps, 
de telle sorte que lorsqu’elles y figureront comme des inconnues, soit par 
leurs directions, soit par leurs intensités , il suffira que le nombre des in- 
connues soit inférieur à six pour que les équations en question puissent 
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servir à nous faire trouver les valeurs de ces inconnues, en fonction des 

antres forces du système, et pour que le nombre des conditions d'équilibre 
entre les autres forces éprouve une diminution égale au nombre des incon- 
nues qu’on pourra en dégager. 

45. La même méthode pourra être appliquée successivement à tefs corps 
qu’on voudra, soit libres, soit gênés dans leurs mouvements, et quand ces 
corps se tiendront mutuellement entre eux , ou par des charnières capables 
de résister k des tractions, ou par le contact seulement de leurs surfaces, 
alors qu’il y aura de la pression aux points de contact, il nous suffira d’in- 
voquer le principe ou l’axiome d£ l’égalité mutuelle entre l’action et la 
réaction , pour comprendre qu’a chaque point de réunion de deux corps, îT 
ne pourra y avoir que deux forces F mutuellement égales et contraires , dont 
l’une agira sur l’un des corps dans un sens, et l'autre, sur le corps contigu 
dans l’autre sens, de telle sorte qu’après avoir formé toutes les équations d’é- 
quilibre des deux corps, il n’y aura qu’à en éliminer la commune intensité 
des forces P, et k opérer de la même manière en tons les nutres points de 
jonction d’autant de corps successifs que l’on voudra , pour que , en fr» de 
compte , on ne puisse manquer de trouver les relations de l’équilibre du 
système entier en fonction des seules forces extérieures. 

44. Mais il faut avouer qu’une méthode d’élimination aussi générale que. 
celle-là entraînerait bien des longueurs et bien des mécomptes , si on no 
savait fa manier avec une grande adresse dans des réunions de corps un 
peu nombreuses ou compliquées, et que, bien certainement , il n’y a pas 
d’adresse en ce genre qui puisse conduire à un aussi haut degré de simplicité , 
et de clarté que celui qu’on trouvera k procéder par voie de synthèse seu- 
lement sur tous les corps successifs d’un système, en n’invoquant que Je* 
règles les plus élémentaires et les différents cas particuliers de ta statique, de 
manière k trouver les relations géométriques des forces les plus directes, 
possibles sur chacun des corps en particulier, et à n’avoir d’élimination 

k faire qu’entre uu petit nombre d’équations fort réduites, plutôt qu’entre 
les six équations générales de chacun des mêmes corps en fonction dos coor-- 
données des points d’application des forces et des angles qui serviront à en 
fixer les directions. . ' i. 

45. Ce sera dans cette voie synthétique et élémentaire que l’on appré-; 

*; _ '•**•**•- % ; t « **• n 

■ t * . < « - , 
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ciera tout particulièrement les avantages de la théorie des couples , sans 
compter les propriétés des viteiMt «irluelkt qui s’y feront remarquer natu- 
rellement à chaque pas. .. • 


De la théorie ies vitesses virtuelles dans la ststiquo des corps rigides. 

• * * 

46. Le principe des vitesses virtuelles auquel nous venons de faire allu- 
sion , et dont nous devons nous occuper encore dans la statique des corps 
rigides, est d’une bien grande célébrité on mécanique, et il est fort à 
regretter que les démonstrations qu’on en a données jusqu’à ce jour pèchent 
autant par leur complication et par leur minutie, que le principe en lui— 
méine est simple et fécond. 

Lagrange, l’illustre promoteur de ce principe bien connu mais peu em- 
ployé auparavant, est le seul qui en ait donné nne démonstration vraiment 
concise et élégante, mais il parait qu’on n’y a pas trouée généralement une * 
parfaite évidence. 

47. Quoi qu’il en soit, nous allons, en partant de la définition même que* ■ 
nous avons donnée du mot force, faire une modification au raisonnement 
de Lagrange avec l'espoir de réussir par là à démontrer le principe des 
vitesses virtuelles d’une manière aussi solide et aussi satisfaisante que ce- 
que l’on a fait de mieux jusqu’à ce jour au sujet du théorème du parallélo- 
gramme des forces. 



A cet effet, nous reviendrons à l’image de nos (rois 
fils tendus d’un point » sur trois autres points À, A’, A". 

Nous imaginerons de petits anneaux aux points »», 
A , A’, A", et dans l’épaisseur de ces anneaux , nous 
concevrons encore de petites poulies, comme dans 
le raisonnement de Lagrange. 


Mais avec de simples anneaux supposés incapables de résister au glisse- 
ment des fils que l’on voudra y faire passer , l’emploi dos poulies deviendra 
superflu , ou bien l’existence de ces poulies pourra être sous-entendue afin 
que la marche du raisonnement en devienne plus rapide. 

Cela convenu , nous dirigerons un fil à travers les différents anneaux , en 


■» 
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allant dp a* <?n \ Pt on revenant de A en m successivement un nombre de 
lois P, puis de m en A' et retour successivement un nombre de fois P', puis 
de «t en A" et retour successivement un nombre de fois P '. 

Dans l’anneau m , enfin , nous attacherons les deux bouts du fil ensemble, # 
île manière à ne plus avoir 'à considérer qu’au fil liant fin, ou revenant sur 
lui-même, dans lequel nous imaginerons une tendance propre et indéfinie au 
raccourcissement. 

En vertu de cette tendance an raccourcissement et à cause deloute absence 
de résistance au glissement dans les différents anneaux, on ne saurait mettre 
un doute que les différentes parties du fil sans fin ne doivent se tendre spon- 
tanément en lignes droites d’un anneau à l’autre , et avec une égale intensité 
dans toute la longueur du fil , ce qui donnera pour chaque faisceau de cor- 
dons parallèles, une force totale proportionnelle au nombre des cordons de 
co faisceau sur les deux anneaux adjacents, 

11 suit de là qu’avec des anneaux , supposés infiniment petits à l’égard des 
• longueur» finies t , F , f , on aura un état d’équilibre entre des forces pro- 
portionnelles aux nombres entiers P , P', P", tirant ensemble sur le point m, 
vers les points A, A', A", et aussi en sens contraire sur les points À, A', A" 
vers le point m. , • •••.,- 

La question sera de s&voir trouver la relation des intensités de pa- 
reilles forces avec les angles compris entre leurs directions, et pour 
y réussir, nous érigerons en principe qu’au fil sans fin, dépourvu dé • 
sa qualité matière ou masse, parfaitement flexible et élastique, comme 
celui dont il est question dans notre raisonnement , ne saurait être en équi- 
. libre à F état tendu qu’à la condition de se trouver dans une situation de lon- 
gueur minimum.. ■ ... - 

Mais , auparavant , nous allons bien élucider le principe en lui-même. 

18. Si nous désignons par 2L la longueur du fil entier, nous aurons 


'il==îP/ + îPT + jPT, 




OU 

r- • . p*‘ 


L = P/+ PT + PT; 
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A V 


^ y, * 

«, b, c \ 

J, b\ c' , celles des points A, A', A", 
n\b“,c") 


il 
■ ■ 

hé' 


puis en désignant par . . ;v ,^. r 

les coordonnées dn point m, ; '* •'«*?*»' ' 

V** v-*9**tiï /r’ 1 -» jrftin' A -nopynetafr fmfirvl* * JT 

■» vv i -:wd É + 

JO » . *- -î^. J 

’ * -!V- Kl *;re . i 

nous aurons encore , • rf > 

™ i * | 9 *» .Vj* *•% * stïif'M 

• . •' l’ = (z- a y + (y-*)’ 4- (t— «)*.. 

-? !• r /" = èr- o’) 1 +(„- b'y + (» — c’)’. . .; 

r=(*-«7 . + (*-*")’ 4-(ï - e ")\ • ■ ;■ . 

.•a-*.. . 

Les axes rectangulaires des i, y, 3 pouvant être supposés fixement atta- 
chés au système rigide des points A', A', A", il n’y aura de variables que 
les ordonnées x, y, s. 

Cela convenu , et sans rien préjuger de la position du point m en dedans ou ■* 
en dehors du plan du triangle A A' A", nous concevrons d’abord un fil 
inextensible , d’une longueur plus grande que la somme 

PI + p r + p , 

Alors, il est clair que les faisceaux de cordons, allant du point m aux 
points A, A’, A ', pourront fiotter à l’aventure de bien des mauières, et 
qu’il n’y aura pas de forces en jeu. 

•19. Avec un fil inextensible d une longueur précisément égale à la somme 
Pl + p'f + p T, 

le* trois faisceaux de cordons seront rectilignes et le point m fera le sommet 
d'une pyramide, dont les longueurs /, P, t' seront les trois arêtes contiguës 
aux points A, A’, A", 

Mais l’équation 

L=P/ + Pf + PT = constC 

se changera en 

h/c* 2 - «)’ + (y - b)’ + (*- c)’ + P V(x-n)’ + (ÿ-*’)' + 

+ P "v (*-«'’)’ + (y -*)")’ +(*- O' = C. 


% 

• *?V/i 
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et représentera une surface dont chaque point, pris comme sommet de la 
pyramide, sera également propre à nous ffiire avoir des faisceaux rectilignes. 

Il est évident encore que k 1 sommet de la pyramide ne saurait tomber -en 
dehors de cette surface, tant que la longueur I. du fil ne viendra pas à aug- 
menter, tandis qu'avec un sommet.de pyramide pris en dedans de la sur- 
face , nous obtiendrions de nouveau des faisceaux de cordons qui flotteraient 
à l'aventure , et qui ne feraient pas de forces dans le système. 

Il suit de là qu’en diminuant progressivement la constante XI ou la lon- 
gueur I, du lil sans fin supposé inexlentibte , nous aurons à considérer une 
série de surfaces fermée , contenues les unes dans les autres, et qui circon- 
scriront les excursions facultatives du sommet de notre pyramide, dans 
une région de plus en plus resserrée, jusqu’à la dernière limite de ces sur- 
faces, que l'on trouvera en calculant le minimum absolu de la somme 

L = Pi + PT + PT, 

v • . 

et qui ne pourra manquer d'être un simple point, situé quelque part dans 
l'intérieur du triangle AA' A". 

Avec ce point-là la figure du système sera exactement déterminée , et pour 
qu’il y naisse des forces, nous n'aurons qu’à remplacer le fil inextensible 
par un fil élastique préalablement allongé. 

fit). Or, le principe ou l’axiome que nous voulons nous faire accorder, 
c’est que, avec un pareil fil sans fin , les forces totales des faisceaux d*> 
cordons sur le point m ne sauraient être en équilibre que dans la situation 
exactement déterminée, que nous venons da faire entrevoir, et que l’on 
trouvera parole moyen de la condition 

rfL = P ,U P'dt' + P ”dl" = 0. 

51, Si l’on nous accorde cela, nous n’aurons qu’à convenir des notations 


auxiliaires 

, 


. r • 


dx ux dx J 


■ * »• 


■ * Y 

«ÿ <i>j j 


...... 


dz dz dz J 


- 



i «.* ♦ 
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c/l. = Xdx 4- Y dy + Zrf* = 0 , 


7J 


Pt comme les variables x, y, s seront complètement indépendantes, il est 
clair que notre condition de principe 

rfL = 0 

* * I ' 

ne pourra être satisfaite qu'autant qu’on aura les trois relations distinctes 

X = 0 
Y = 0 
Z =c 0. 

Mais en diSérontiant l’équation 

f = (*-«)’ + (y - h)' + (* - c)\ 


il viendra 


,dl - ' . 

■ l~— sa x — a 
dx 

,dl s 

Z'-. : di • 

1 _ *,»'.# * ; »• 

■ 

et par conséquent, en désignant par», (3, y les angles de la force P avec les . 
axes rectangulaires des x, y , s , on aura 


•>. 

- f 


di x — a 


«fl y — 1> 

dy 


■ co s (3 


- di 


t 

dl x — c 

~= — COS y. 


<» 


# *. ' . 
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Ün aura des relations analogues à l'égard des angles («', p', y”), («",0", y”) 
des forces P’, P", dans les directions des longueurs t, t', et de plus on voit 
que ce système de calculs pourra être applique à un nombre quelconque de 
faisceaux, dirigés d’un point m vers autant de points distincts A, A', A", 
A'",.... que l’on voudra. "ryn r«| fl ^ 

Donc en posant généralement 


nous aurons 


X = 2P^ = 

éx 

Y=SP ~ = 
*9 

Z=SP J = 
dt 


— 2 P COS a, 

— ïPcos (5, 

— IPcOSy, 




</L = Xiir -+- Ydy ■+■ Zdz, 


et quand on nous accordera l’évidence à priori de uolre principe funicu- 
laire , nous tirerons à l’instant de ce principe! les trois relations connues dé 
l’équilibre d’un nombre quelconque de forces P, P', P”,.... sur un point », 
ce gui entraînera manifestement le théorème du parallélogramme des forces. 


52. Réciproquement, si l’on voulait nous contester l’évidence à priori de 
notre principe funiculaire, et qu’on nous permit seulement d’invoquer le 
théorème du parallélogramme des forces, nous en conclurions, par une 
marche inverse du calcul, que dans la formule 


L=P< + FC + PT S- e= EW 


de notre fil élastique sans fin, on aura 

. T *V^ 

dL = Xdx -+- Ydy -+■ Idz m 0 , 

• ** 

et que, par suite, la longueur L du fil devra être dans une situation de lon- 
gueur minimum, de longueur maximuraou de longueur constante. 

* . ’• * * * •. . * *• v . * * .j 
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Il est d'ailleurs évident qu’avec un point m , tiré seulement par des fils et 
entièrement libre du reste, le cas du minimum pourra seul avoir lieu. 

53. II résulte encore des mêmes calculs que lorsque le point m du sys- 
tème funiculaire élastique se trouvera maintenu obligatoirement dans une 
position quelconque où la différentielle 

f « *î . . •'.**» 

, * ‘ ' « • • • 1 *- % *• ' •* 4 .'**.■* » 

' H , dL = Xd* -} - Ydy + Zih 

ne sera pas nulle, et où, par conséquent, il n’y aura pas équilibre, il 
suffira qu’aux forces données P, F, F',...., on joigne une nouvelle force P, 
dont les projections sur les axes rectangulaires seront les quantités 

tf‘ <1 , •> ,1» .Y» t2f * • ’ . J! 

a 

’* ‘ .1 *' 1 ' * . * '*} 

pour que, au moyen de cette nouvelle force, l’équilibre ne puisse manquer 
d’avoir lieu, sans 1’inlervention de la cause obligatoire dont il était question 
d’abord. 

Donc, une telle cause obligatoire, quelle qu’elle puisse être, équivaudra 
précisément à la force F, dont nous venons de parler, ou, eu d’autre? 
termes, ce sera une force égale et contraire à celle-là qui représentera en 
direction comme en grandeur la résultante des forces données P, F, F';..i. 
au point m sur l’obstacle, ou sur la chose quelconque qui pourra s’y 
trouver. .... . .... , . ' 


54. Mais ou aura 


„ dL 
X es — 

dx 

ïa j- 

dy 

_ dL 
z ~dT’ 


et par conséquent la résultante en question agira avec use intensité * . • 

«* ‘ •{$*• »*; - — • -, .. *■;•! : » - . ,.i * . * •. 

//dL^ -. Âébs' rtPv' : . ? ? •. 

= vw + U) + 0 ’ 


k - » 


; * * 
/’ ■ X 

1 . a*' 
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normalement à celle des surfaces successives de réquation générale 

** ’ ‘ * V 

. L =s corist. - - . . \ . 

• • 

que l’on pourra faire passer par le point m. - - 

55. Le sens de l’action sera nécessairement du dehors en dedans de la 
surface, c'est-à-dire dans celui des deux sens qui fera diminuer la quantité 


l = ?i + p/' + pr 4- 

* * * * ‘ - -î ' À 


' ' . .. .* i . •* * +. • * • , \ .}% 

et qui par suite rendra négative la différentielle rfL. 

56. Ceci étant bien compris, nous pourrons imaginer que le point » se 
trouve placé sur une surface quelconque 

\ ■ ■ • * - • • • ■ • • ;• 


V ' ' ' • î(*»ÿ,*) = 0» •' " 

- I 

supposée invariablement liée au système rigide des points A , A', et des- 
tinée à faire obstacle à la pénétration du point m. , 

Alors, en supposant que la surface ? et la surface L se coupent au point 
m, sous un ongle aigu * entre les plans tangents ou entre les normales 

de ces surfaces, il est clair que la résultante F des forces P, P', 

dirigée normalement à la surface L , pourra être remplacée par deux com- 
posantes, dont l’une. 


N=Foo»t., 


agira normalement à la surface tandis que l’autre, 

» • 

T = Fsiai =y'F' — N’, 

agira taogentiellement à la surface dans une direction perpendiculaire à 
la ligne d’intersection des deux sprfaces, du dehors vers l’intérieur de la 
surface L, c’est-à-dire dans le sens qui fera diminuer la quantité L, ou qui 
rendra négative la différentielle d L. 
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H suit do là qu'avec une surface impénétrable 

à •• r.' ♦, » • ; . • * . ^ r 

?(*,ÿ,*) = 0» r 

supposée incapable de faire de la résistance au mouvement de glissement du 
point », les forces P, P’, P",.*»., ne sauraient être en équilibre qu’autant 
que la force langentiellc T y sera nulle , c’est-à-dire qu’autant que les deux 
surfaces Ÿ et L seront tangentes l’une à l’autre au point m , et que par suite, 
en considérant la quantité 

L = P/ + PT PT -+- , 

comme une fonction variable avec x, y, z, le long de la surface 

<?(*»*>*) — 


on trouvera quelque part sur cette surface on point, où l’on aura 
. dL = 0. • • 

37. Donc, en premier Heu, il ne sera plus necessaire que, dans la con- 
dition d’équilibre 

• - cf L s zzXdx 4- Y dy -+- Z dz sss 0, 

i 

les variables x, y, z soient toutes indépendantes. Il pourra y avoir une ou 
deux équations de condition entre les coordonnées * , y, z du point », et 
le principe de l’équilibre sera toujours le même, pourvu que dans le calcul 
on n’omette pas d’avoir égard à ces équations de condition. 

38. En second lieu , la condition nécessaire et suffisante de l’équilibre 

. v * '•* f 

• * •• ’ T i 

dL = o 

comprendra aussi bien les valeurs maxima que les valeurs miniraa, et enfin 
les valeurs constantes de la quantité 

; 4 . •• L=Pi+PT -j-PT + „>«- _ >,-> 
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59. En troisième lieu , nous voyons que !’ équilibre ne saurait manquer 
d’être stalle , instable ou mixte , selon que la quantité L de la formule que 
nous venons d’écrire deviendra un minimum, un maximum, ou l’un et 
l’autre, c’est-à-dire, selon qu’on aura 


d*L>0, <fL <0 ou <PL = o " '< 

«* ■ • • ^ ' '* - " * * * *■.*■ • . , % j 

dans le développement en série de la longueur subséquente L’ du fil au 
moyen de la formule de Taylor 


i: = L + dl 4- ^ d‘L + -i- d’L + T -^ r: d l + 


i.S t.î.3 ' 4.S.3.* 

D’après celte formule, la relation 

. .. .-vc, _ ., d’L as o . .. f -, ..... ... .... 

ne fera généralement qu'un état d’équilibre mixte, paire qu’alors la série 
commencera par la quantité 

' •' d’L ’ 

t 

dont plusieurs parties changeront de signe avec le sens du déplacement du 
point », le long d’une droite quelconque menée à travers une position 
d’équilibre flu point ». - . • • . , % 

, .* 

.. •* <-f 


-’ V* 4* 

'« :* : 


i Quand on aura à la fois 

*. \ ~ + . ■ - v - ; ( 

<t’L s=«, dl. = 0 , ■ 
la série commencera par le terme 

rf‘L 


et ainsi de suite indéfiniment , de telle sorte qu’un état d'équilibre ne pourra 
cesser en toute rigueur d’être stable, instable ou mixte, qu'autant que toutes 
les dérivées successives de- la quantité I. seront égales à zéro , c’est-à-dire 
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qu’autant qu'on aura 

T. sss ronst . •**#& 4 n0^fT\\ Wfc 

• , •*>»" » f .•-.;> *’ iji 

dans une région finie à l’entour du point m. 

60. De toute manière, on doit comprendre que le principe funiculaire 
que nous avons mis en avant ne s'appliquera pas plutôt à un seul anneau 
mobile m qu’à un nombre quelconque de pareils anneaux, m, m', m", 

m ", , tous placés sur une pièce rigide qui aura la liberté de se mouvoir 

d’un certain nombre de manières, à l’égard d’une autre pièce rigide, consi- 
déra comme fixe, etsnr laquelle seront placés des anneaux correspondants 

A, A', A", m. 

Un même fil élastique pourra être dirigé un nombre de fois P, à travers 
les anneaux A, m , pnis de l’anneau A à l’anneau A' sur la pièce fixe, ou bien 
de l'anneau m à l’anneau /»' sur la pièce mobile, et ensuite un uombre de 
fois P' à travers les anneaux A', »»'; puis encore de l’anneau A' à l’anneau A" 
sur la pièce fixe, nubien de Panneau »/» à Panneau m" sur la pieçe mobile, 
et ensuite un nombre de fois P" à travers les anneaux A. m ", puis ainsi do 
suite jusqu’à revenir finalement au point de départ, on les deux bouts du fil 
devront être noués ensemble, afin qu’il n’y ait plus à considérer qu’un fil 
sans fin, qui, en vertu de sa tendance propre au raccourcissement, 
gagnera une situation «le longueur minimum* à moins qu’il ne se trouve 
actuellement dans une situation de longueur maximum ou de longueur 
constante. • .. r 

La demi-longueur L du fil entier se trouvera exprimée par la formule 




L = PH- PT+ PT + V'"t" + c + c' + c”. 


dans laquelle les lettres e; V, c" serviront à désigner les demi-longueurs 
constantes des différents cordons de renvoi, soit entre les anneaux A , A', 
A*,.... de la pièce fixe, soit entre les anneanx m, m",.... de la pièce 
mobile, et par conséquent, dès qu’on admettra notre principe funicu- 
laire, on aura comme condition nécessaire et suffisante de l’équilibre la 
relation 
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avec la faculté de pouvoir distinguer encore la stabilité ou l'instabilité d’un 
état d’équilibre par le signe de la différentielle seconde d’h. 

61 . La relation de principe 


e/L = o 


pourra être développée ensuite à la manière de Lagrange , et quand la 
pièce mobile se trouvera absolument libre, tant par translation que par 
rotation, on en déduira les six équations connues dans la statique des corps 
rigides. * ’ • : - . . -, .. 

62. Réciproquement , si l’on voulait contester l’évidence à priori de 
notre principe funiculaire, et qu’on nous permit d’invoquer les six équa- 
tions dont il est question , nous en conclurions par une marche inverse du 
calcul la relation ' ' •' i ■* ; * 


dL =0 


à l’égard de la quantité L de notre principe funiculaire. 

‘ ‘ ■ J * ■ • % «. , . , -, . - 7 . * 

63. Si la pièce mobile n’était libre que par translation , nous fie pour- 
rions dégager de la relation 

dL — o 


que les trois premières conditions d’équilibre 

X = o , Y = o, Z = o- 


64. Si 1a pièce mobile n’était libre que par rotation autour d’uu pbint, 
nous ne trouverions que les trois couditions 


L = t>, M = tr, N = o 


à l’égard de ce point comme origine. . . __ - , ' 

* 63. Si la pièce n’avait que la liberté de tourner autour d’un axe fixe, 
nous trouverions la seule condition * . 


N=o 


autour de cet axe. 
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* 66. Si enfin lu pièce mobile était gênée par des surfaces adjacentes quel- 
conques, supposées inébranlables, et fixement attachées au système rigide 

des points A, A', A", de nos raisonnements, il suffirait qu’il n’y eût pas 

de résistances au glissement le long des surfaces en contact pour que la 
•relation de principe 

dL = o, 

au moyen des seuls déplacements qui seraient compatibles avec les formes 
on avec les équations de ces surfaces , nous fit toujours rencontrer les con- 
ditions spéciales de l’équilibre dans chaque cas, et pour qu’en outre nous 
pussions reconnaître la stabilité ou l’instabilité d’un étal d'équilibre par le 
signe de la différentielle seconde d 1 h. 

67. Il n’y aura pas plus de difficultés à appliquer notre principe funicu- 
laire aune réunion quelconque do pièces mobiles, qui se tiendront mu- 
tuellement entre elles, ou par des charnières d’une parfaite mobilité rota- 
toire, ou par le contact de leurs surfaces seulement, quand il y aura de la 
pression aux parties en contact, et point de résistance au glissement. 

68. Mais nous n’avons parlé jusqu’ici que des forces de traction entre 

deux points A, », l’un fixe, l’autre mobile, et il y aura souvent à considé- 
rer des forces contraires ou des forces de pression entre de pareils points; * 
nous allons donc faire voir qu’ alors ou devra changer le signe des termes 
correspondants VI, VT, Y'C, 

A cet effet, nous concevrons une droite rigide AA, menée do 
point fixe A à travers un anneau mobile correspondant m. Nous 
ferons passer notre fil sans fin du point fixe A au point mobile A,, 
et de là un nombre de fois P à travers les anneaux A, ,m , jusqu’à 
revenir au point mobile A, et de là nu point fixe A. 

De celte manière, il est clair que nous produirons une trac- 
tion P entre les points A,, m, et qu'une telle traction équivaudra 
précisément à une force répulsive, ou à une pression P entre les 
points A ,m. 

D’autre part nous voyons qu’en désignant par 
* e : la longueur constante AA, 

1, l, les deux longueurs variables Am, A, m , - - 

il 
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ceh» reviendra à faine entrer dans l'expression de la quantité L de notre 
principe funiculaire le ternie 

: f ; . * - * ’ • . * ' ' ‘ 1* 

c •+■ P/,=c-f P(c— t)=c-t»Pc — P!=oanâL — P/, 

* , a - • *•.'*.* t* 

et par suite le terme 


dans la condition d’équilibre 


— Vdl 


JL= o 



le signe de la différentielle seconde d’L ne devant pas cesser de cette ma- 
nière d étre le caractère évident auquel nous pourrions reconnaître la sta- 
bilité ou l'instabilité de l'équilibre. 

69. Dans le cas d’une force de traction H entre 
deux points mobiles m, m' tout à fait isolés, noos 
pourrons imager aussi «ne droite rigide AJ, menée 
d’un point fixe A à travers l’un des anneaux mobiles 
m jusqu’en A,. - • ' 

Nous pourrons faire passer ensuite notre fil sans 
fin du point fixe 4 à travers Panneau m, et de là 
un nombre do fois H de m en «’ et retour , puis 
de » en A, et do là en A, oe qui reviendra à faire entrer dans l’expression 
de la quantité L de notre principe le terme 

c+ Rr 

- . , » V • ■ 'rt . • 

la lettre r servant à désigner la longueur mobile 

70. Quand, enfin , il devra y avoir des forces répulsives K dans la lon- 
gueur min, nous pourrons concevoir une nouvelle droite rigide dirigée du 
point m à travers l’anneau m’ jusqu’en m,, et faire passer notre fil, d’abord 
de A en m, de là en m i , puis de m, en m' et retour, un nombre de fois R, 
puis de m, en m, de là en A, et finalement île A, es A au point de départ. 

Ile cette manière il est clair que nous produirons des forces mutueifcs de 

u . 


c. 
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traction R dans la longueur m'w , et que ce sera comme s’il y avait des 
farces répulsives dans la longueur complémentaire «»'. 

' D’autre part en désignant par 

• c, la longueur constante mm , 

r,r, les longueurs variables m m' , m’m lt 

Cela reviendra à faire entrer dans l'expression de la quantité L de notre 
principe funiculaire le terme 

> '* v * . 
c + c, -+- Rr, —e 4-c, + R (c, — r) — c +c, 4- Rc, — Rr =: const — Rr , 

et par suite le seul terme 


«leas la condition d’équilibre 


— Rdr 


rfL = o 


sans rien changer aux conditions de la mobilité du système, ni par consé- 
quent à la signification de ta différentielle seconde d'L, dont le signe pour- 
rait nous serv ir à distinguer les étals d’équilibres stables des états d’ équi- 
libre instables. .1 • . • . . ... 

. 7t . Les remarques que nous avons faites jusqu iei sur la stabilité 00 
l'instabilité d’un (Hat d'équilibre dans l'application générale de notre prin- 
cipe funiculaire, ne se rapporteront évidemment qu'aux seuls cas où les 
choses se passeront, en effet , comme à l'aide d’un fil élastique , c’est-à-dire 

aux seuls cas où les forces P, P’, P", conserveront toujours les mêmes 

rapports entre lenrs intensités respectives pendant le dérangement du sys- 
tème, à partir d'un état d’équilibre donné. Les autres cas, ceux où le* 

rapports des intensités des forces P, F, F’,.' pourront varier pendant le 

dérangement dn système, échapperont à ces remarques, et par conséquent 
aous ne pourrons avoir la prétention d'avoir fondé une théorie complète 
de la stabilité. Notre seul but a été de bien éclaircir et de compléter en 
quelque sorte la théorie des. vit esses virtuel tes de Lagrange . dans la statique 
des corps rigides, et oe Imt-là, nous eroyons l’avoir atteint sans avoir 
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ajouté à nos raisonnements des calculs effectifs de stabilité que nous aurions 
pu aisément développer de manière à intéresser quelques-uns de nos 
lecteurs. ■ ••*•••• • ♦ ' 

72. Les moments virtuels que nous avons eu à considérer dans notre 
formule de principe 

0 = tfl. = iPd/=S ( P— ilx 4- P ^ Jy + 'j = 

\ dx dy «fa / i . ; 

= S ( — P cos adx — P cos {idy — P cos yrfx ) 

f 

sont de signes contraires à ceux que l'on emploie habituellement, par la 
raison que nous avons regardé comme positif ce qui concerne les forces de 
traction , et par suite comme négatif ce qui concerne les forces de pression 
ou les forces répulsives entre deux points. 

Pour nous conformer au point de vue ordinaire de la théorie des vitesse* 
virtuelles, nous n’aurons qu’à changer les signes des deux membres de 
l'équation primitive 

L =5 P/ + PT 4 - PT + = m 

-u •••••' 

oe qui rendra positifs, dans le deuxième membre , les termes P/ des forces 
répulsives des droites /, et négatifs les termes P/ des forces attractives dès 
droites / ; mais le premier membre se réduira à la quantité — L de nos pré- 
cédents raisonnements, et par conséquent, à ce nouveau point dcvuedela 
règle des signes , ce seront les valeurs maxima de la quantité finie 
• * ' ; * * - *. •* •* 

ïw, ..... j 

qui détermineront les positions d’équilibre stables, tandis que les valeurs 
minima de la même quantité détermineront les positions d’équilibre in- 
stables. 

75. U ne nous reste plus, enfin, qu’à parler de l’utilité pratique de la 
théorie des vitesses virtuelles, 

„ L’utilité pratiquede cette fameuse théorie sera du premier ordre, et pas* 
sera certainement avant toutes les autres r»*glf* de la statique, quand ou 
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voudra se rendre compte des relations de l'équilibre de deux forces seule- 
ment dans une machine en mouvement , alors que dans celle machine on 
pourra observer le rapjiort des vitesses des points d'application des forces, 
ou déduire ce rapport do quelque relation de géométrie directement 
évidente. . . . 

74. Il en sera de même encore , à l'égard do deux forces seulement, 
dans l’élude d’un projet de machine, en ce que l’on verra de prime abord 
quelle relation on devra établir entre les vitesses des points d’application 
des forces, pour obtenir une répartition donnée entre les intensités de ces 
forces, ou réciproquement quelle relation on obtiendra entre les intensités 
des forces pour une répartition donnée entre les vitesses, sauf ensuite h 
choisir tels systèmes île transmissions de mouvements que l’on voudra, de 
manière h réaliser en effet le rspjinrt des vitesses auquel on se itéra arrêté. 

T.t. Mais hormis ces applications très-générales et très-simples , quand 
on voudra pénétrer dans les relations précises des forces sur toutes les 
pièces successives du mécanisme, déterminer les efforts de rupture sur 
ces pièces, et calculer notamment les pressions sur des points ou sur des 
axes fixes, ou sur des surfaces fixes, alors la théorie des vitesses virtuelles 
deviendra ou inapplicable ou très-gènante, et l’on fera mieux do s’en passer. 

76. Que l’on essaye, par exemple, d’étudier à fond les relations de 
17'qoi libre du système articulé d’une machine à vapeur à balancier, avec 
son parallélogramme, dans toutes les positions de la manivelle ou du piston, 
et l’on verra quels avantages on retirera du seul emploi des vitesses vir- 
tuelles, par opposition avec ceux que l’on trouvera à n’invoquer que les 
règles les plus élémentaires de la statique dans chaque cas donné. 

77. Les difficultés de la théorie des vitesses virtuelles que nous voulons 
faire entrevoir ici , viendront ou de ce que les points d’application des forces 
seront des points fixes, et dont par conséquent les vitesses seront milles, ou 
bien de ce qu’on n’appréciera pas toujours les relations les plus directes 
des vitesses des points d’applications mobiles des forces, et que les rela- 
tions de ces vitesses, telles qu’on pourrait les calculer au moyen des équa- 
tions de condition dont il est parlé continuellement dans la théorie de la 
formule 

(fl. = o 
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ne pourraient souvent être obtenues que par des équations excessivement 
compliquées. La théorie du parallélogramme de W att en offre des exemple* 
bien frappants. -• ’ 

78. Il faudra renoncer alors à la théorie des vitesses virtuelles, on plu- 
tôt, il faudra employer cette théorie d’une manière exactement renversée, 
e* m proposant de tirer de la formule. ■ - - s 

... d\. — u . , , v 

les relations les plus simples possibles des vitesses des points d'application 
des forces , quand les régies les plus élémentaires de la statique auront déjà 
servi à faire trouver les relations des iuteBsilés des forces; on ne trouvera 
alors que des relations de pure géométrie, mais de* relations tellement sim- 
plifiées , que l’on pourra s'en servir pour résoudre en toute rigueur et avec 
une élégance .souvent inespérée, des problèmes qu’on n’eùl osé aborder 
par aucune autre voie. 

L’installation d’une drosse de gouvernail sans roouà bord d’un vaisseau, 
et d’autres problèmes que l'on rencontre dans la théorie dos systèmes arti- 
culés dos machines à vapeur en sont des exemples bien remarquables. 

Mais il est temps que nous quittions la statique des corps rigides , et nous 
terminerons là ce que nous avons cru devoir en dire dans cet ouvrage. 


, ne U statique des corps flexibles. 

• - • • * t •’ '• ' * * 

79. Ce qui précède avait pour objet de faire voir comment la statique or- 
. dinairc de* corps rigides pouvait se greffer immédiatement, et avec de 
notables •éclaircissements encore , sur notre système d'idées préliminaires, 
au sujet des qualités masse ot liaison des corps, et au sujet des significations 
respectives des mots force, équilibre, force d’inertie et force de pesanteur; 
mais il y aurait vraiment de l'inconséquence » uc .faire reposer la science de 
la statique que sur l'idée de la rigidité de certains systèmes, alors que notre 
point de vue essentiel et fondamental est précisément la non-rigidité des 
corps. Nous allons donc refaire la statique entière, en ne considérant que 
des systèmes de Liaison éminemment flexibles ou variables de figure. 
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80. \ous avous dit plus li.iul, dans l mtroductiou , que l'idée un ie du 
changement de figure do» corps , par le moyeu des ldrces qu'on peut leur 
appliquer , est une idée trop complexe, non pus seulement parce qu'on peut 
y concevoir à la fois diiTereuts groupes de forces et autant de changements 
de ligure correspondants, mais encore parce que l idée du changement de 
ligure d'un corps, a volume fini, se réduit dans notre esprit, aux chan- 
gements des distances de tous les points du volume pris deux à deux. 

8t. D'après cela, et suivant le procédé général des sciences mathéma- 
tiques, nous avons dû envisager d’abord la qualité liaison des corps dans sa. 
■atnre la pins élémontaire possible, qui est celle d'un til d une épaisseur 
nulle ou négligeable, supposé dépourvu de sa qualité matière ou masse , et 
ayant une Icudnncc propre vers une certaine longueur naturelle, dont il se 
trouve présentement écarté par des causes quelconque de mouvement à ses 
extrémités, ce qui aura lait naitre un effort de mutuelle contraction ou de 
raccourcissement dans le fil, c’est-à-dire, en d'autres tenues, deux forces 
égales et opposées dans la direction du fil de chacune des extrémités ver» 
l’autre sur les choses quelconques adjacentes; lesquelles forces mutuelle- 
ment égales et opposées devront être conçues encore dans toutes les parties 
imaginables du fil entier, même aux simples points de division de ces par- 
ties, dételle sorte qu’ctisuile les choses quelconques aux deux extrémités du 
fil, soit masse et vitesse ou cause quelconque do mouvement, soit pure 
liaison, ne pourront chacune faire l’office que d'une simple force égale 
et contraire à celle du fil sur celle chose, et par conséquent ne devront être 
envisagées en sialique qu’à ce seul et unique point de vue. 

82. Ce que nous venons de rappeler aussi succinctement ici forme la. 
théorie complète de l’équilibre d'un fil tendu , quel que puisse être le mou- 
vement de translation ou de rotation du fil dans l'espace* et de quelque 
manière qu'on veuille modifier obligatoirement le mouvement du fil dés 
l’instant qu’il ne s’y trouvera plus aucune qualité de matière ou masse* et 
que ni la longueur ni Ta nature du fil ne seront changées. 

T.c changement de la longueur ou delà nature du fil ne ferait d’ailleurS 
qu’uq changement dans la commune intensité des forces, et rien déplus. 

ttô. Après I image aussi simple que celle d'un lil tendu sur deux points, 
se présentera l' image un peu plus compliquée d un lil tendu sur deux peints 
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et dérangé latéralement par nn autre fil, c’est-à-dire l'image de trois liis 
tendus d’un point m sur trois points A, A’, A", et pour que ni les directions 
ni les intensités dos forces ne puissent changer pendant le cours du raison- 
nement, il faudra que nous concevions le triangle AAA" comme ne chan- 
geant pas de figure. Il y aura alors trois forces en équilibre nu point »», 
quel que puisse être le mouvement du triangle AA’A" avec les trois fils sans 
masse qui tiendront aux sommets de ce triangle, et la question sei n de sn- 
\oir trouver la relation des intensités des fortes avec les augles compris 
entre leurs directions. 

84. Il faudra, en un mot, que nous démontrions ici le théorème du 
parallélogramme des forces par des considérations tirées uniquement de la 
nature d’un fil tendu , supposé dépourvu de sa qualité matière ou masso. 

Nous reprendrons , à cet ciTet, l une des démonstrations dont il a été • 
question dans la statique des corps rigides; par exemple lune de celles dito» 
analytiques, et qui maintenant s’appliqueront à des images matériellement 
exécutables, ou bien nous nous arrêterons à celle de notre principe funicu- 
laire. 

83. Nous ne voulons manifester aucune préférence à cet égard; la seule 
chose que nous demandions, c’est que l’on réussisse à démontrer solide- 
ment, par des considérations étrangères à la dynamique, les trois relations 
de l’équilibre 

0 = F cos a. ■+■ F' cos a' -+- F” cos «” + = EF cos a 

0 = F cos |3 + F' cos j 3 ' + F ' cos 4 - = EF cos p 

♦ O = F COS y ■+■ F” COS 7' ■+■ F" COS y" -I- = £F COS 7 

d’un nombre quelconque de force F, F', F”, au commun point d’appli- 

cation de ces forces. 

86. Car, une fois que ces trois relations se trouveront établies, nous 
pourrons, à l’instant, attacher par leurs extrémités respectives, et de toutes 
les manières imaginables, autant de fils tendus que nous xoudrons, de ma- 
nière à former un réseau de forme quelconque, dans lequel il y aura a dis- 
tinguer N nœuds ou points de jonction , et une multitude de fds dont les uns 
serviront à relier les N points deux à deux, et dont les autres serviront à 
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relier les mêmes points, soit tous soit quelques-uns seulement, à d'autres 
points supposés en dehors du volume occupé par ceux-là. 

Nous pourrons joindre ainsi solidairement par leurs extrémités respec- 
tives. non-seulement des fils llexihles et capables d'agir par mutuelle con- 
traction, mais aussi des vergettes rectilignes, capables d’agir par mutuelle 
extension ou répulsion , et rien no s’opposera à ce que nous concevions , ou 
deux choses élémentaires distinctes, dont l’une fera les forces mutuelles de 
contraction, et l'autre les forces mutuelles de répulsion daus le volume 
d'un corps, ou bien une seule chose élémentaire qui servira a faire tantôt 
l’un , tantôt l’autre effet. 

L’expérience nous apprend seulement que nous devrons supposer à la fois 
des forces mutuelles des deux sortes dans les corps solides, et que ce qu’on 
nomme calorù/H r. semble être la cause des actions répulsives de tous les 
corps indistinctement, ou solides ou liquides ou gazeux. 

87. Quoi qu’il en soit , dès l’instant que nous concevrons le volume d’un 
corps comme un réseau de lignes droites r, à N nœuds ou poiuts de jonc- 
tion , avec deux forces mutuellement égales et apposées dans chacune des 
droites r, soit attractives, soit répulsives, il suffira qu’en chacun des N 
points du réseau nous considérions indistinctement toutes les forces qui 
solliciteront ce point , pour que nous devions y avoir les équations (t). 

Ikmc pour les N poîuts nous aurons N groupes d'équations pareilles, et 
par conséquent 5N équations en tout, qui seront à la fois nécessaires et suffi- 
santes pour assurer l’étal d’équilibre du système, soit que la figure de ce 
système et les intonsitésdes forces ne changent pas pendant le cours du rai- 
sonnement, soit au contraire que la figure du système et les intensités des 
foi 'ces changent d'un instant à l'autre. 

. 88. La théorie de l'équilibre sera ainsi fort simple en principe et fort 
compliquée dans son expression algébrique; mais la complication n’est 
qu’apparente, car , en y réiiéchissant, on comprend aussitôt que toutes les 
forces indistinctement qui se trouveront 'dans les 5N équations pourront 
être rangées en deux classes. 

; éHi bien res forces agiront avec «ne commune intensité èn deux sens 
opposés outre les N points du réseau pris deux à deux , et alors nous les 
nommerons des foi < « s mlériture» ; ïùllv 
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Ou bien ces forces n’agiront que sur l'un des N points du réseau, vers’ 
d’autres points quelconques, situés en dehors de ceux-là, et alors irons les 
nommerons des furent exbrimr** ('). 

Cette distinction étant bien comprise, si nous désignons spécialement* 
per R la commune intensité de chaque groupe de force» intérieures ou de' 
forces mutuelles , et par P la résultante de tontes les forces extérieures sur 
l'un des N points, puis par X, Y, Z les projections de la résultante P sur les 
axes rectangulaires des x, y, *, il est clair qu’à l’un des N points , dont les 
coordonnées seront x, y, z, nous aurons les trois équations . - - > V 


0 = X + H, cos «, -t- R, cos«, -h R, cos a, 4 - 
i 0 = Y + R, cos (3, 4 - R. cos j3, 4- R, cos p, 4 - ...... 

0= Z 4- R, eosy, 4- R, cos 7l + R, cos -/, 4r 


(i) 


A un antre des N pointe, dont les coordonnées seront x', y', s', nous au- 
rons pareillement 

0 = X' 4 - R', cos a, + R' : cos a* 4- R\ cos 

0 ±± Y'+ IT, cos p',-4- R', cosfl', 4- R\ oos f?, ..... 

0 — Z’ 4- R’, cos ■/, 4- R'j cos-/', 4- R', cos -/, ...., 

.* '*'••. * . ' ’• *\ A» 

t • . ^ 
et ainsi de suite pour tous les N points successivement. 

Ht). Cela convenu, si nous ajoutons respectivement les premières, les 
secondes et les troisièmes de cès N groupes d’équations, il est bien clair 
(pic les termes 

4- R cos a, 4- R roe -fc R cog 7jr ^ , ~ f 

que nous pourrons avoir à mettre en ligne de compte quelque" part en l’un 
des N points ou nœuds du réseau, se trouveront exactement annulés pour- 
les termes ' 


— R cos a , — R cos 3 , — R cos •/ , 


•• !\ 


(*) Cette manière de classer toutes Ifs forces possible* ainsi que les deux modes d’éli rainai ion des 
forces H dont il va être question ont été empruntés à l'un des mémoires de M. CorioWs. 
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«que tut ou tard nous rencontrerons en un autre point du réseau, et qu’ainsi 
nous trouverons les relations générales 

0 = SX " . 

0 = SY ... . . . , 

0 = SZ 

entre les seules forces extérieures. 

90. Si nous convenons aussi de combiner nos équations entre elles do 
manière à trouver au point x, y, z : 

0 = (</Z — • iY) 4- R , (y , cos v ^ — s , cos |3 ,) + K , (y , eos y, — s, (W|3 + . . „ . J* 

0 = (sX — xZ)-t-R,(s,cos«, — x.cos-/,) H- R, (s, COSa, — X,COSy 1 )-K...''.' 

0 = — tjX) -t-R,(x,co8(3, — i/,cosa,)-l-R, (x. cos S, — y. cosa,')-*- , 

• • • • 

puis nu point x',y',z‘ : 

. , ■ .t - x r »1* 

0 = (y’/J — R',(ÿ' cosy’, — s', eosp',)-4- ..... • • - 

0 = (*'\— x'7J) *+- R ,(: 086 008 y*,) ■+• • 

0=(x'Y' — y'X')-+- R',(x'cos|b’, — y', cos a',) ■+■ .»..., 

•X.V; a»-.-. ; . . ► • 

et pareillement à tous les N points successive ment , nous aurons à faire re- 
marquer encore que pour une action répulsive H entre deux points (x, y, z), * 
(xf, y', z) , nous aurons au point x,y,a, 

ni - - •" . - v aw 

COS a = — — , C08 |3 = - —, COfl y = *■ ■ --- , ' 

r r \ 


, t . ^ . ; . 

et par conséquent , 




R [y C09 y — ï cos (3) = 5 [ÿ(ï — ï)—z{y—ij')] = 5 [_ y*' + iÿ'J, 
puis au point x 1 , y', z' , avec la même force R en sens opposé, 

H- y C08 ; + ?: ™ & = 1 1-»(* -0 + =’(;/ -!/')] = ”[-!/ = + -/!• 


. * •. ; * 
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Donc ces doux termes seront égaux et <1e signes contraires, et comme il 
en sera de même pour des forces attractives, ainsi que pour chacune des 
autres équations, il s’en suit qu’en ajoutant successivement les premières, 
les deuxièmes et les troisièmes de ces équations transformées, nous trou- 
verons les relations générales 

0 = S(„Z-»Y) 

0=£(ïX — xZ) 

• 0 = £(xY— ÿ X) 

i . rn • * . a 

, % • * » *, * 

entre les seuls forces extérieures P, P', P”, ou du moins jentre les com- 
posantes de cOs forces (X, Y, Z), (X', Y', Z'), (X", \ ", Z'), 

91 . Il sera donc facile , à ce nouveau point de vue de la théorie générale 
de l’équilibre des corps , de reproduire les six équations de la statique entre 
les seules forces extérieures d’un système, sans invoquer une seule fois 
l'hypothèse de la rigidité des'eorps. 

On peut démontrer encore qu’avec une liaison complète entre les N points 
d’un système, il ne saurait y avoir généralement plus de six équations entre 
les seules forces extérieures. 

Nous dirons qu’un système est à liaison incomplète, quand il sera pos- 
sible de partager les N nœuds, ou points de jonction du réseau , en deux ou 
* on un plus grand nombre do groupes , qui ne tiendront ensemble que par 
un ou par deux nœuds seulement, avec une entière liberté de tourner au- 
tour du nœud commun, ou autour de la ligne droite qui passera par les 
deux nœuds communs. 

Ainsi , dès qu’il y aura trois nœuds communs entre deux groupes adja- 
cents, la liaison sera complète, et les deux groupes n’en feront plus qu'un. 

Cela convenu, le nombre des distances de N points pris deux à deux 
est de . . .. 

N(N-0 


et il pourra y avoir au plus un nombre égal d’actions mutuelles; mais il y 
aura des relations nécessaires entre ces distances , car en plaçant trois points 
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\ » ' 

• o * •.» 

du système à volonté, il est clair que chacun des N — 5 points sera entière- 
ment déterminé par les distances de ce point aux trois premiers, ce qui fera 

« 

3(N — 3) =3N— 9 

distances, et sil’on y ajoute les côtés du triangle des trois premiers points, 
il n’y aura que - »• ’-> 

3N — » + 3= 3N— 6 

* * €, . * 

inconnues pour déterminer entièrement la figure du système, abstraction 
faite de sa position dans l’espace, ltonc les forces intérieures qui ne dépen- 
dront que de cette figure ou des distances mutuelles r,r',r" f ne pour- 

ront dépendre que de 5N — 6 variables indépendantes , et comme il y aura 

(•' . . ig »- 1 • ji*» JL S ( ’ J . m 

équations, le procédé de l’élimination des forces intérieures ne pourra 
conduire généralement qu’à six équations résultantes entre les seules forces 
extérieures (*). . 

92. Nous disons généralement, car, si la liaison d’nn système était in- 
complète de manière que lus forces intérieures ne dépendissent plus (L'une 
ou de plusieurs des 5N — 6 variables indépendantes , il y aurait autant d'in- 
connues de moins à éliminer entre les3N équations, et le nombre des équa- 
tions résultantes entre les seules forces- extérieures augmenterait d’autant. , 
Ainsi, par exemple, quand deux groupes d’un système ne tiendront en- 
semble que par un point comme par une charnière , en désignant par 

n le nombre des nœuds du réseau de l’un dos groupes , y compris le 
point d’attache (les deux groupes, 

»' le nombre des nœuds du réseau de l’autre groupe, y compris aussi 
le poiut d attache des deux groupes. . \ 


(*) Ce raisonnement qui a pour objet de (aire voir qu'il oe pourra y avoir généralement plu» de 
six équations de condition entre les «eulés forces extérieures d'un système A liaison complète, a été 
emprunte i l’un des mémoires do M. Poinsot , le surplus a élé ajouté par l’auteur. 
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N le nombre des nœuds du réseau entier, en ne comptant qu’une 
fois le commun point d’attache , 

on aura : 

N = u + «' — i 

■ •; 

et le nombre des équations d’équilibre sera de 

3N = 3n 4- 3»’ — 3. 


Mais les forces intérieures ne dépendront que de 5» — 6 variables indé- 
pendantes dans l’un des groupes , et de 5*' — 6 dans l’autre. Le nombre des 
variables indépendantes dans le système entier ne sera donc pas de 3N — 6 , > 

mais de 


(3« — 6) + (3n — (i) = 3H + 3* — 12, 


et si l’on retranche ce nombre de celui des équations, ou de 5N, on trou- 
vera une différence de neuf pour le nombre des équations résultantes entre ~ • 

les seules forces extérieures. 

95. Et, en effet, si l’on écrit séparément pour chacun des dem groupes 
les six équations de la statique, en comptant parmi les forces extérieures 
celles île l’action mutuelle au point de jonction des doux groupes, on aura 
douze équations qui renfermeront comme inconnues les trois composantes 
de l’action mutuelle au point conrnmm des deux groupes , de telle sorte qu’cp 
éliminant ces trois inconnues, il restera précisément neuf équations entrp 
les seules forces extérieures. 

9î. De ces neuf équations, on pourra éliminer encore les trois coor- 
données du point de jonction des deux groupes, de manière à trouvé!’ six 
équations résultantes entre les seules forces extérieures; mais l’élimi- 
nation se trouvera toute faite quand on écrira directement les six équations 
de la statique pour les deux groupes considérés comme un seul. 

95. Si les deux groupes n’étaient pas tenus ensembre par une charnière , 
mais par le contact de leurs surfaces seulemeut , U faudrait encore que les 
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deux forces mutuellement égales e( contraires au point de contact des doux 
surfaces fussent des pressions et non des tractions. 

96. Si , enfin , les deux surfaces étaieul incapables de faire de la résistance 
au glissement, il faudrait encore, comme nouvelle et dernière condition, 
que les pressions au point de contact fussent dirigées suivant la commune 
normale aux deux surfaces, ce qui ferait deux conditioms de plus. 

97. Nous ne nous arrêterons pas à raisonner de la même manière sur 
deux groupes tenus ensemble par deux nœuds ou par un axe de rotation, 
ni sur deux groupes tenus ensemble par trois nœuds, ce qui nous ramène- 
rait au cas d’une liaison complète où le nombre des équations résultantes * ■ • 
entre les seules forces extérieures ne pourrait être que do six. , fcti ^ 

9S. Nous nous burnerons à ajouter qu'avec un nombre quelconque de 
pièces tenues ensemble ou juxtaposées entre elles , on sera toujours libre de 
considérer comme des forces inconnues toutes les actions mutuelles aux 
points de jonction des différentes pièces, soit entre elles, soit avec d'autres 
pièces considérées comme étrangères au système, de telle sorte qu’en appli- 
quant ensuite les six équations de la statique à chaque pièce isolément , il 
ne restera plus qu’à faire disparaître les inconnues par voie d'élimination, 4Ï 4 

et cela d’après les conditions particulières ou de traction ou de pression seu- * ‘ . 

lem<;nt qu’il pourra y avoir à considérer à chacun des points de contact, , .* 

dans le sens normal comme dans le sens tangenliel ou duus le premier _ ■ m •' 

seulement, pour que, en fin de compte, on ne puisse manquer de trouvfeh *»’ j 

toutes les conditions nécessaires et suffisantes de f équilibre entre les seules jfi . .«. > 

forces extérieures pour tel système que l’on voudra. - j 

99. Cette manière de résoudre les problèmes de l’équilibre des corps 
flexibles n’induira jamais en erreur, et perdra même son apparente com- 
plication quand on voudra procéder par voie de synthèse, de manière à 
n’invoquer que les règles les plus élémentaires de la statique qui pour- 
ront tenir lieu des six équations générales, dans chaque cas donné, ainsi 
que nous nous en sommes expliqués dans la théorie de l’équilibre des corps 
rigides. . ' * ' , " 

tÜO. Au moyen de ce que nous venons de dire, la statique des corps 
flexibles est véritablement complète, et l’on ne voit pas au premier abord 
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de quelle utilité pourrait y être la théorie des vitesses virtuelles; car, aveu £ 
des corps flexibles , les équations de condition, dont il est question inces- 
samment dans les applications de cette théorie, n’auront plus une signi- 
fication précise , ou bien elles cesseront d’ètre d’accord avec les faits. 

401. Il y a néanmoins des corps dont les changements de figure seront 
comme inappréciables sous l’action des forces qui viendront à les sollici- 
ter, et de toute manière, quand on n'aura pour objet que de trouver les 
relations de l’équilibre sur la figure actuellement donnée d’un système, 
après que le changement de figure de ce système sous l’action d<>s forces 
qui le solliciteront sera déjà accompli, on sera évidemment libre de 
raisonner comme si une telle figure supposée donnée était vraiment 
inaltérable. 

A ce point de vue donc, il sera toujours permis de no parler , en statique 
élémentaire, que do corps actuellement rigides, cl d’employer la théorie 
connue des vitesses virtuelles conformément à une telle maniéré de voir; 
mais nous laisserons au lecteur le soin d'apprécier quels avantages de 
simplicité on y trouvera après ce que nous venons de dire, et après ce que 
nous allons dire encore de la sialique des corps flexibles, qui nous mènera 
tout droit à la théorie de la résistance des matériaux, ce complément in- 
dispensable de la statique élémentaire des corps rigides. 

402. Nous avons à faire remarquer d'abord qu’entre deux points 
(*, y,z), (x',y',z') on aura toujours : 

r = (* - *’)’ + (y - !/’)’ + (=- = (*’-*)’ + (y -y)‘+V- •-)' , 

d’où , 
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dr 

KktkL a .*%|j| 

T dx 



dr 


T Jz 


dr 

r rfx' = * 
dr 

r üï=y 

dr t , 

r d? = î 


* , • -Jll suitjde là qu’en affectant le signe 
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• - signe -+- aux forces répulsives II qu'il pourra y avoir daus une droite r. 

nous aurons, au point s, y, s: . . - 

i’ £' > "Tl 

. SI m&. . ••-1 


Î#T . 4 * f . j 

MA ' . #t 

i-r 1 


Rcob .(3 = rL_J. = R | , 

t . ‘ . * 2 f 1 


R co». 7 = R 


«R*. 

r dz 


cl au point .r, :-; ; ' 1 

•, . ■; 
£%j£ v R eoa. j5'=s R 1L_J? = R * ^ -...1 


V! Rcofcp'aRl—SsrR- ’ _ 

^ Rco8./ = RL^i = R*. VS # 

' r dz y» M “ V 

.• J - ^:.;| * Ï* * * 


I' 01 " lés équations générales de l’équilibre en un point i. y, 
• • viendront : is "y 


■ iwBRP* 

m-.. \Z&ékai 


dr 


= X -+- SR ~ 


dx 








dr 


0 = Y + ER-I 

dy 


dr 


0 = Z + SR -f , 
dz 



- 4F* c te 8Crn ,,nc propriété- des dérivées partielles de la fonction r en x, y , z ' rjL* ^5 

- ^ 1 • y > *> <|ui fera que dans les sommes respectives des premières, des <•**,• 

J J y deuxièmes et des troisièmes de ces équations , écrites séparément jiour .*'* . », 
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les N points ou nœuds du système, on aura pour chacune des longueur 
en particulier : 


s r 


dr dr 

dx~*~ dx' 

dr dr 

<ly + dy' 


0 


dr dr 

h + d? 


et par suite 



dans le système entier entre 
les seules forces extérieures. 


Ce sera pareillement une propriété des dérivées partielles de la même 
fonction r en *, y,s et x , y', z, qui fera que pour chacune des longueurs r 
en particulier, on aura : 



et par suite 

0 = S(yZ-*Z) 
0 = S(*X — xZ) 
0 = £(*Y-yX) 


dans le système entier, aussi entre les seules forces extérieures. 

105. Mais on ne cessera pas d’avoir les équations (5) en chaque point 
x, y, s, et si nous connaissions la loi des forces R , ainsi que la distrihu- 
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tion des droites r, nous trouverions à l’instant, par ces équations, les 
forces X, Y, Z qu’il nous faudrait faire agir du dehors sur tous les points 
x, y, z, pour maintenir le système dans telle ligure qu’on voudrait nous 
donner. 
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R =,(*•) = 


dr 


h \ é /jr+, 

- 


0 = (Xdx + Yrfy + Z«/z).+ su rf * + ^ ^ rf ») • | 
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1 0-4 . Chacune des forces R devra naturellement être regardée comme 
une certaine fonction de la longueur r dans laquelle elle agira, 


*» 


-• 

1 


Les corps parfaitement élastiques seront ceux dont les fonctions ? seront 
toujours les mêmes pendant les changements de ligure qu’on pourra leur 
faire subir. 


Les corps imparfaitement élastiques seront ceux dont les fonctions ^ 
changeront de nature, soit graduellement, soit brusquement, pendant les 
déformations qu’on leur fera subir. 


4 

4 


10?4. Dans le premier cas, un système ne pourra passer graduellement 
par une série de formes ou de positions successives qu’avec une loi de 
parfaite continuité dans les intensités progressives des forces K, et par 
suite dans les intensités progressives des forces X, Y, Z. 

Dans le deuxieme cas, il pourra y avoir des changements graduels ou 
brusques dans les fonctions ? ou dans la loi des forces R pendant la défor- 
mation progressive d’un système ; mais d’après les équations (3), les forces 
X, Y, Z devront particicipcr à toutes les mêmes variations, et par consé- 
quent, dans l’un comme dans l’autre cas, rien n’empêchera de faire la 
somme des équations (5) multipliées respectivement par dx, <hj , dz, ce qui 
nous donnera au point x, y, z : 
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puis au point x' y' z' : 


0 = (Xttr' ■+■ Y ’dy' '+ Z'di) + £R‘ (~, dx' 4- ~ dy' + ^ 


et ainsi de suite en tous les autres points. - « 

Faisant ensuite la somme de ces équations dans le système entier, il est 
dair qu’entre deu\ points [x, y, s), ix’, y’, a'), on aura à considérer, d’une 
part au point x, ij, z, la quantité 


*(s 


dr 


dx dx + Ty d * + 7z dt )' 


et d’autre part au point x‘,y,z, la quantité complémentaire 


_ f dr , dr , dr \ 

*\te dX+ 7y^ + dï dZ ) 


dont la réunion à la précédente formera le torme complet 


Rrfr, 


de telle sorte que dans le système entier on aura la formule résultante 


0 = S(X(£c -f- Xdy 4- Zdi) 4- ER'tr. 


(*> 


106 . Avec des corps parfaitement élastiques, cette formule serait inté- ^ 
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graWe , et entre deux limites quelconques a, b, nous aurions la relation 
finie 




dans laquelle il nous faudrait faire 


(5) 




Avec des corps imparfaitement élastiques, la quantité lldr ne serait 
plus une différentielle exacte, mais cela n’empècherait pas d’avoir encore 
la formule (3), avec celte différence seulement que le signe f* se rappor- 
terait à des opérations de quadrature entre les (imites a, b que l’on vou- 
drait se donner. 

* 107. La formule (3), exprimera donc un théorème général qui pourra 

nous être d’une certaine utilité dans la science de la dynamique. 

Pour que le môme théorème puisse nous servir avec nne entière évi- 
dence dans la science de la statique, nous n’avons qu’à supposer que la 
variabilité des forces X, Y, Z doive être telle que le système puisse se dé- 
placer d’une seule pièce, soit par translation, soit par rotation , avec toutes 
les longueurs r et toutes les forces R, P qui en dépendront; car alors, ni 
l’élasticité, ni les changements de figure n’y joueront plus aucun rôle, et 
nous aurons nécessairement 



2 



e- 



parce que nous aurons pour chacune des forces It séparément : 

. „ .* / . » * 

• - ' r* , 

\ R dr = 0, • 

JA 
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à cause de l’hypothèse commune à toutes les droites r : 

r — const. 

«: 

Donc, à ce point de vue d’une parfaite invariabilité de figure pendant le 
déplacement progressif d’un système éminemment flexible, nous aurons, 
en4re deux limites aussi éloignées que nous voudrons, 


0 = ï£(Xd* + Ydy 


u--), 


(«) 


èt entre deux limites infiniment proches , 


0 =E(X<ir + Ydy + U-,), 


O) 


■ ■r* v 


c'est-à-dire que nous retrouverons la formule des vitesses virtuelles dans^ 
son entière pureté entre les seules forces extérieures, supposées constam 
ment en équilibre sur la figure actuellement donnée d’un système, quelque 
flexible et quelque élastique ou quelque peu élastique que ce système puisse 
être. 

408. fce raisonnement s’appliquera, d’ailleurs, à une seule pièce, comme 
à une réunion quelconque de pièces tenues ensemble par des charnières , 
ou par des forces do pression à leurs points de contact , pourvu que chaque 
pièce isolément ne change pas de figure pendant son déplacement, et pourvu 
aussi que les termes individuels 


R dr , 


qu'il y aura à considérer aux différents points de contact, puissent être 
séparément nuis chacun, ce qui exigera qu’il n’y ait aucune résistance au 
glissement de celles des surfaces contiguës qui glisseront en effet l’une sur 
l’autre. 
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De la théorie des vitesses virtuelles que l'on trouve dans la statique des corps flexibles 
* •*.. • -, • par le moyen de l'axiome funiculaire. 

. . . • ' 

■ V - - * • . ‘ * .... y - . <• { 

100. Ce que nous venons de dire de la formule des vitesses virtuelles 
au point de vue de la solidification fictive des corps d’un système, tenait 
de si près aux équations (5) , qui sont au fond toute la statique des corps 
flexibles, et qui devraient faire encore le point de départ de la théorie de 
la résistance des matériaux (ainsi que MM. "Navrer, Lamé et Chpeyrou , 
Pomon. , Cauchy , l’ont enseigné et développé depuis longtemps!, que nous 
u’aurions pas su en faire l’objet d’une partie convenablement séparée 
du texte. 

11 faut que nous ayons à parler de l’application de notre principe ou 
axiome funiculaire à la statique des corps flexibles , pour que nous trou- 
vions l’occasion de faire le nouveau titre qu’on vient de lire. 

ttO. Ce principe ou cet axiome, comme on vendra le nommer, s’appli- 
quera de prime abord à un réseau quelconque de lignes droites élastiques, 
quand il nous plaira d’imaginer de petits anneaux aux N points du réseau, 
et d'autres anneaux pris en dehors dans quelque système rigide ; car il 
nous suffira ensuite de-ne considérer que des forces proportionnelles à dos 
nombres entiers pour qu’un même fil sans fin, dirigé successivement à 
travers tons les anneaux tant intérieurs qu'extérieurs, et à l'aide *ies arti- 
fices que nous avons expliqués dans la statique dès corps rigides pour b' 
cas des forces répulsives dans les droites r, puisse nous servir a faire 
naître à lui seul toutes les forces R et P du système, 'tant intérieures 
qu’extérieures. • 

Nous trouverons alors, pour la loiqjueur du fil entier, la formule 


* 


• . v L = cousU + P/ -H PT -t- PT + H- Rr + RV -+- RV 

- •» v 

• V. • » 

dans laquelle? les forces P, R devront être prises avec le signe 4 - ou avec le 
signe — , selon qu’il y aura mutuelle contraction ou mutuelle répulsion 
dans les droites /, r. * 
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K 4 « L’usage le pins suivi , et celui de nos précédents calculs étant au 
contraire d’affecter du signe + les forces répulsives, et du signe — les 
forces attractives dans les droites l, r, nous prendrons le parti, pour ne 
pas êlFe en désaccord dans ce qui va suivre , de changer les signes des 
deux membres de notre formule, de manière à avoir, à ce nouveau point 
de vue de la règle des signes des forces P, K, 

— L = — const. -I- ïP / 4- iSr .. . ; 

et par suite, comme condition générale de l'équilibré, * -V •* - f ‘ 

Oz^dt+IWr. . v ''- 

• ’ . . '.»*,* i» • 

4 1 2. Mais dans cette question , tous les anneaux du dehors étant sujqto- 
sés invariablement liés au système rigide des axes rectapgulaires des x,y,i, 
les anneanx du dedans donneront 3 N coordonnées qui seront toutes com- 
plètement indépendantes les unes des autres , de telle sorte qu'on sera 
parfaitement Hbrc de no déplacer qu’un anneau à la fois, par exemple 
celui du point x, y, z , ce qui nous ramènera immédiatement aux for- 
mules (4) ou (2) ou (3) pour ce point-là, et de même successivement jamr 
tous les autres. 

443. Si, au contraire, on ne voulait nous accorder que les 3 N équa- 

tions des N points dû système et point l'existence à priori de notre prin- 
cipe funiculaire, nous conclurions des mémos calculs, en sens inverse; 
l’exactitude de la formule ‘ , * - 

• * i * • . * V 

0 = SPdf + SRtlr ' • " 

avec une complète indépendance des 3 N coordonnées des N points dit 
réseau. 

444. Or. une fois ce point-là bien établi , nous serons parfaitement lilas.' 

de faire varier individuellement ou collectivement les coordonnées *, y, z 
de tels points que nous voudrons. . 
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44 ïr. Nous pourrons notamment déplacer toutes les pièces du système 
de manière qu’aucune d’elles ne change de figure , afin que les quantités 

EKtfr 

soient toutes nulles dans l’intérieur de ces pièces, et qu'il ne reste plus a 
considérer que les termes individuels 

R* ^ 

a 

aux différents points de contact des pièces entre elles. 

11 nous suffira enfin de ne plus avoir à considérer des résistances au 
glissement, le long des surfaces qui glisseront en effet les unes contre les 
autres, pour que nous soyons amenés à la condition d’équilibre 

0 = SP dl 


entre les seules forces extérieures; et comme on aura pour chacune des 
forces P en particulier : 




Vdl = P ^ dx 
dx 




V = (*—«)’ + (ÿ - b)' 4- (*- c)' 

, dl , dl L , dl 

l—szx — «, l— = y — b , l ——z — e, 
dx dy y dz ’ 


puis, en désignant par x , p, y les angles d’une force répulsive P dans la 
droite / sur le point x, y, z, 


x — ti dl 



CQS.* = 

1 i 

dx * ’ • . 


cos. P = 

IV? 

H \ 

1 <» 

h 

dl 

4 - 

COS. y = 

s — c _ 



t ~ 

<k’ 


14 
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on voit qu’il S'ensuivra , 

P dl = P cos.* dx -+- P cos.jS <iy + P coe.y dz = \<lx + Y dy +/, dz 
cl qu'en lin , *lans le système entier, on devra avoir, comme tout à l’heure : 
0 = Z(Xdx -f- Y dy -h ldi). 

-H 6. Mais le principe. funiculaire s’appliquera ■ tout aussi bien à des 
déplacements qui changeront la ligure du système, et nous donnera 
généralement 

* • , ' • : , • t 

0 = ap dl + SR dr 

*r . * * * • e 

«ni 

0 = S(X<te 4- Y dy + ldi) + SRdr 

entre toutes les forces P et R indistinctement. 

117. Il est vrai que nous avons trouvé la même formule par l'autre 
méthode en ajoutant les équations 

dr 

0 = X + £R — 

dx 

0 = Y + ïR^ 

0=Z + ÏÜ7 
dz 

multipliées respectivement par dx, rfy, dz; mais le point de vue était, tout 
autre, car alors nous devions concevoir un état perpétuel d’équilibre pen- 
dant la déformation progressive d’un système, de manière à avoir entre 
deux limites quelconques a, b, pour des corps élastiques comme pour des 
corps non élastiques , 

0 = S ^(Xrfx 4- Y rfy 4- IaU) 4- ï |jV/r , 
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avec des forces P et H toutes varialiles , et dont la variabilité avait iih 
caractère implicitement déterminé. 

Avec l’axiome funiculaire, au contraire, les forces P et R devront être , 
regardées comme ne variant pas dans leurs intensités -pendant une défor- 
mation arbitraire et vraiment virtuelle du système, de telle sorte qu’en 
intégrant à ce point de vue la formule 

0 = 4 - Y dy + V.dt) 4- Slt.fr 

ou son équivalente 

* • • • *r •> • *'>• 

(t = IPd/ 4- EKrfr , 

. * A a 

on ne trouvera pas un résultat égala zéro, mais la quantité finie 

— L 


de notro princij>e funiculaire qui devra atteindre une valeur maximum ou 
minimum dans la'position d équilibre du système, et dont la différentielle 
seconde nous ferait counaitrc la stabilité ou l’instabilité .le l’équilibre 
dans le cas où les choses se passeraient, en effet, comme avec l’emploi 
de notre fil élastique, c’est-à-dire dans le cas où toutes les forces 1’ et Jt 
conserveraient les mêmes rapports entre elles pendant le dérangement du 
Système; car si cette condition n’était pas remplie, la nature stable ou 
instable de l'équilibre en un point x, y, z dépendrait de ce qui va suivre. 

-4m Abmrat *4 nà im na£ r4b4ln 

«*> ' »! <tt- **"' , ’Mt fli#» - ~4- . asjM »• évMp- 4 tro«i 

üu point dejdépart de la théorie de U résistance d<e mat-riaux , «i de» tmudiüou» de Lattaiiibté 
j de l'équilibre en un point x, y, i d'un réseau de lignes droites élastique» 

t IX. Les forces H étant considérées connue de certaines fon lions des 
longueurs r dans lesquelles elles résident, on aura 

aaètroi r d/(r) . imihi+i 4 

• V : ''«A . v ' ' r <fr < ») M * 
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et les équations Je l'équilibre en un point *, y, a pourront être mises sous 
la forme . . , . 




°= x+ -£ 


0 = Y 





.. *• ». ♦’a 

d’où l’on voit que dans chacune des positions d’équilibre du système , les 
forces X, Y, Z pourront être considérées comme étant les dérivées partielles 
en x, y, a de la fonction 

- £/(r) = - I/( \/{x — x')' 4- (y — y')’ -+-(» — s')’ ) 


qui pourra varier arbitrairement duo point x, y, a a un autre point*', y', a', 

selon la forme géométrique du réseau qu'on voudra se donner. 

«... „ 

1 19. Dans un réseau indéfiniment étendu et dé même nature partout , 
il y aura une certaine régularité dans le changement de la quantité lf(r) 
d’un point J» un autre. • 

Mais dans un pareil système, on pourra tracer une surface fermée quel- 
conque S destinée à renfermer dans son intérieur les N nœuds ou points 
de jonction d’une partie seulement du système, et alors toutes les forces 
mutuelles qui iront des N nœuds situés en dedans de la surface Sa d’autres 
nœuds situés au dehors, deviendront des forces extérieures à l'égard du 
système des N nœuds que l’on voudra considérer à part. 

II suit de là qu’aux approches de la surface S, les quantités ou fonctions 


•! ï tr- 


y[r) 


'* I . * • # . • * 

seront d'une toute autre espèce que ce qu’elles étaient primitivement dans 
le réseau indéfini ; car dans le réseau indéfini , le signe 2 s’étendait à toutes 
les directions de l’espace à l’entour d’un point*, y, i, taudis que dans le 
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réseau limité, pour un point situé tout à côté de la. surface ‘S, le signe! 
ne s’étendra plus qu’aux N noeuds renfermés dans cette surface ; l'autre 
partie du signe E, pour tous les nœuds situés en dehors de la surface 
devant être comptée parmi les forces extérieures. 

120. Pour lever cette grave difficulté, nous allons reporter notre atten- 
tion sur le réseau primitif supposé indéfiniment étendu, et d’une forme 
telle qu’il puisse y avoir quelque régularité dans le changement de la quan- 
tité E/^r) d’un point x, y, 3 à un autre point voisin y', z. 

Par le point je, y ,3, nous concevrons un plan P, dont la normale dirigée 
comme on voudra fera les angles «, (3, y avec les axes rectangulaires des 
r, y, 3, puis nous décomposerons la quantité totale E/ïr) en deux autres, 
de manière à avoir • 

S/(r) = S,/(r) + EJ(r) 


le signe S, ne devant s’étendre qu’à tous les nœuds du réseau indéfini, situés 
d’un côté du plan P, du côté de la direction des angles a, 0, y, par exemple, 
et le signe E. devant s’étendre à tous les nœuds du réseau indéfini, situés 
du côté opposé du plan P, c’est-à-dire du côté de la direction des angles 
supplémentaires r. — «, c — Ç>,r. — y. 

Il ne pourra y avoir de l’indécision, à ce point de vue des choses, que 
pour les nœuds du réseau qui tomberont dans le plan P, et cette indécision, 
nous pourrons encore la faire cesser en menant quelque ligne droite par 
le point x, y, s dans le plan P, de manière à étendre le sigue E, à tous les 
nœuds du plan P situés d’un côté de la droite, et le signe E, à tous les 
nœuds du plan P situés du côté opposé. 

Par le moyen de ces conventions, les équations de l’équilibre en un point 
x, y, ï deviendront : 



« = X + I,| + £,| 

o = ï + i.^ + r,| 

« = Z + I,|h-£,| 
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et les sommes des dérivées partielle* du signeX, reprcaeuterout les résul- 
tantes de* forces répulsif de tous les mouds du réseau situés d un côté du 
plan P, tandis que lés sommes îles dérivées partielles du signe ï, représen- 
teront les résultantes des forees répulsives de tous les nouids 4u réseau 
situé» du côté oppose du pian P. 

Ces deux groupes de pressions résultantes des signes X, , X, , <kv 
vront être en équilibre avec des forces extérieures X,Y,Z; œatè dans uu 
réseau vraiment indéfini, les forces X, Y, Z seront ellos-ntênjes déjà com- 
prises parmi les forces R, ou bien ce seront des quantités négligeables par 
rapport aux pressions résultantes des deux parties du système de chaque 
côté du plan P, et dans ces deux cas, les équations de l'équilibre se rédui- 
ront .à 



-*£^2 

# = £ 'I +I -I 

0 


Or sous cette forme, comme sous la précédente, il n’y aura pas de dif- 
ficulté à les concevoir exactomeut de la même manière dans le système 
primitif, véritablement indéfini, que dans la partie du système primitif qui 
sera délimité par la surface S; la seule observation qu’il y aura à faire, c'est 
que pour un point x,y,z qui tombera tout à côté de la surface S, le plan P 
devra être mené tangéntiellement à eette surface , et qu'alors, en su|qtosaut 
que la -somme S, se rapporte au même côté du plan P que la surfine S, fi; 
signe t, représentera les pressions du dehors sur la surface S. 

A l'aide de ces remarques générales', on doit entrevoir «oawoeMi U sera 
possible de fonder une théorie de la résistance des matériaux, quand la 
forme géométrique du système des ligues cfroilee élastiques d’un corps per- 
mettra d’admettre une loi régulière dans les changements de? quantités 

"./( r >> S,/(r) 


d'un point x, y, t du système a un autre point très-voisin x, y , z‘. 
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Toute cette matière a reçu , en eiiot, d immenses dévolo|q>einents pat- 
ios travaux successifs et simultanés de MM. Marier , Lame el CI<i/>eyrou, 
Mnm, Caaeky; mais il n'est pas à notre connaissance que I on se suit 
jamais occupé des conditions de la stabilité de l'tiquilibre dans un réseau 
de lignes droites élastiques, et à ce sujet nous exposerons ce qui suit. 

1^1 Un conditions d'équilibre étant supposées remplies en tous les 
points d'un système, nous pourrons imaginer une forme ttu peu dilférenlo, 
et alors les forces totales au lieu d’être nulles au point x, //, z, se réduiront à 






</z 


O 


'*V. , 


X \ ,«w » 


**«•» 


au point x + dx, v-+-d»/. 

125. Si nous désignons par 

(/!•’ la résultante de tes trois forces diffère nti('lb‘s , 
du la diagonale du parallélipipèdc des trois longueurs inliniment 
petites dx,tly, dz , nous aurons - ■ # 


■& 14 


ilYtls cos ((/F, ils) = (ilxdX ■+■ dijtlY 4- dst/Z) ■ 


- V- * 




*[• 


-t-X i Ijx1[ 


Mjy)* {Ud{ 


(s)] 


Sxo jaçji , VJl 
■î' .'■*«< 

et le jKiint x, ij, z, actuellement déplacé, reviendra de lui-même à sa position 
initiait* , ou s’en écartera davantage, selon que l’angle des longueurs dV, d* 
sera obtus ou aigu, c’est-à-dire selon que le deuxième membre de l’équation 

•jim* nous venons décrire sera négatif ou jtosilif. v . . j * 

121. ('.ette é(|ualion pourra lonjonrs être mise sons la forme *•' ' " '• 


ilïils cos = ( d.atX ■+- rfjrfY -4- rfjrfZ ) •+■ 


*1 W bwv* 
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mais la quantité entre parenthèses sous les signes X et d dans ie deuxième 
membre, ne sera que la différentielle del’une des fonctions f(r) par rapport 
aux variables x, y, z, tandis quels lettre d qui affectera cette quantité se 
rapportera à la fois aux six variables (sr, y, a) , (*', y', z') , desquelles dépendra 
la longueur correspondante r. 

Il suit de là que si nous avions à faire la somme de pareilles équations en 
tous les point» du système , nous aurions 

Xdl'di COs(rfF, dt) = S^djprfX -+- dydY + du/Z) ■+■ Sdf 

la quantité d'f étant la différentielle seconde complète de l’une des fonc- 
tions/'^) par rapport aux six variables (x,y ,z), (i’,y',s l ) de cette fonction. 

1 25. Quand nous ne voudrons déplacer qu’un point à la fois, en regar- 
dant les autres points du système comme fixes, nous aurons 

rfFdi cos (iQ*) = (drdX + dydY + dsdZ) + Sd*/ 

• ' • 

la quantité d’f n’étant plus que la différentielle seconde partielle de l’une 
des fonctions f\r) par rapport aux seules variables x, y, z de eette fonc- 
tion. 

426. Quand, en outre, les forces X, Y, Z ne devront pas varier avec le 
dérangement du système , nous aurons 

dX = 0 , dY = 0 , dZ == 0 

et par conséquent alors la stabilité ne pourra ètre complètement assurée au 
point %, y, z qu’ autant que la quantité résultante 

’ . . /, . v... W • /. 

«a oc point, sera essentiellement négative. 
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. Oa aura d'ailleurs . • ^ 

<f=U . . . 

dr 

J - ' '■> } , f 

et par conséquent la condition de la stabilité au point x,y,g |xjurra encore 
-être énoncée en disant que la quantité 

S dr -t- S ’-jf <Ct 
dr i . tfr . , * 


ou 


ï ^ dr' 4- SRd’r 
dr 


devra être essentiellement négative. 

427. Quand on supposera acception nullement 


il restera 


R sst eonst. 
SRdV, 


;'c 


comme par l'axiome funiculaire. 
4*28. Mais , en général, on aura 


;*.■ i 


•• . . - ■■> * ; . r 

et par le moyen des notations auxiliaires 

» r dt. .«* « 

r « £ 

' r dr 


’t 


r dr 
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on trouvera: “• 

Hf=j 'rdr • 

<tf—fd(rdr)+ f"(ràr)' ’ 

d'f— fd\rdr) H- tf'rdr<l{rdr) -+■ /'"(rdr)' 

. d'J=fi\rdr) + J" \m drd\rdr) 4- ^(rdr)]' j + </"(rrfr)’d(rrfr)+/"'(i^r)‘ 


On aura en même temps , 

r’ = (* — *')’ + (9 — yï 4- (* — *')' 

. rdr=(x — x‘)dx-h (y — y')dg ■+■ (* — %’)dt ■’ 

* d(rdr ) = dx' + du' + dz' V . 

• * * ' * li 4 

d'(rdr) =3 0 ~ 

d“(rdr) = 0 



et par conséquent. 


#=/ K 1 — *') dx+ (y— yDdy + (* — *) rf * 

«*’/=/' [<4‘ 4- rfÿ’ 4- <k’] +/"[(*— *')<te + (y— sVÿ+(*— *')*•]’ 




429. Ainsi , «n posant ; v,. 



A= ^4-^" 

4a 

* = y + y"(y~- y y 

« 

c = £/’(»— 0* r • 

Vi «/ ' A/ é» :"*«'■ « •/,» 

0 = jy (y — y'Xï — s') 

4 =c Sf (* -*')(* — *') 

il viendra 

. ^ 


S d'f ss Adjt’4- Bi/ÿ’ 4- Crft’ + ia dy dz + il> dz dx ic dx dy , 


et ce sera re polynôme du deuxieme degré en dx,dy,dz qui devra être 



X -* 
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essentiellement négatif, pour que L'équilibre soit absolument stable au point 

x,ÿ,2. . - • , 

<30. On aura d’ailleurs 


!=«■ 


par conséquent , 


- i 

J ~ r dr r 

A 

i df i _k. 

* r dr r dr r‘ dr r' ' 


puis identiquement , . r , 1 


; t , ■- .. .V / = 7 ^ pjC*— ■*')' f &-s') + (*.- *71 . 

'• . V*V V ’ *r f V V. f , 

et par suite ;, . . vl _^ _ . ..... ........ 

A= s5[(y- y T + (*-»n+S7 
B = s£[(*-*y + (*-*)’l + Sp f (ÿ-yT 
• . C= s J[(*-*')’+( ÿ - ÿ T] + s^ f (*-/)• 

R i tfR 

... « ==— E ^ ( y — y' ) ( i — ï' ) + S -, — (y— y') (*—*') 

*=—£*(» — *') (x — x’) +Sp ^ (*—*') (*—*') 

c=— £^(* — x') (ÿ — t/) + ^ (x— *') (y— y ). 


O qui nous permettra encore de poser , 


£<r/= S ? |I(y - y> - (s- *)d>jT + [(* - *')ir - (x - *>]’ + 

4- K*— *')rfy— (y— ÿ')<tel : I + £ p- ^ [(x — *'>tx + (y — y^ + fi— 
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c'est-à-dire de transformer la quantité S d'f en une somme de carrée mul- 
tipliés respectivement par les fonctions i . ; . 

. * V. 4 ' * 

R i <VR * 

“T » ï ~ T~ • • 

r r dr 

131 . Nous noos bornerons à faire remarquer qu’avec des forces de trac- 
tion seulement, dont les intensités iront en augmentant avec les longueurs r. 
les quantités 


scion t toutes essentiellement négatives , et qu alors la stabilité de l'équilibre 
au point x, y, x sera parfaitement assurée. 

Il faudrait qu'il n’y eût que deux forces égales et contraires eu un point 
r, y, s pour que la quantité £ d’f, dont nous venons de trouver le dévelap- 
(H'inent exact , pût se réduire exceptionnellement à zéro dans un plan mené 
perpendiculairement à la commune direction des deux forces. 









« 
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*/ 


NOTE 

AVANT FOUR OBJET LA THÉORIE COMPLÈTE DES VITESSES VIRTUELLES 
DA «S LA STATIQl'E DES CORPS FLEXIBLES. 


. fc r ; r .. 
**- 7 . •• .. .. > * 


I* * ■ ..... 

. I.es équations nécessaire» et suffisantes de l' équilibre en on point ;r,y,s étant 

dr 


o=X + -R . 

dx 

0 =Y + ïfl^ 
dy { 

0 = 2 + 5* g, J 


(*> 


nous pourrons multiplier ces équations par trois constantes arbitraires a*, ay. An, ce qoi nom 

donnera . 

dr 

0 = XAx 4- SB — ijf 
dx 

dr 

0 = TAy + ïR - rf - Ay -, - *■»■ * 


* dr 

fr* **»■+ £» T H . 

dx . ' 


Nous pourrons écrire de pareilles équations pour tous les points d'un syaWtme et en faire 
la somme, afin de ne plus avoir A considérer qne la formule unique 

.«ipUU + YAy + XA^+IR^Ar + jAy+jM+^Ay + gA^ + È*»') 
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qui équivaudra parfaitement aux SN équations distinctes, dont elle proviendra, puisque les 
5 N constanlcs qui s'y trouvent seront absolument arbitraires. Ce sera par conséquent la 
formule de léquiUbve la plus générale qu’il soit possible d'imaginer, et ia pius simple eu 
même temps, ainsi que nous allons le faire voir dans le cours de cette note. 

Mais d'abord nous donnerons un sens interprétatif à l'équation , en imaginant que de 
chaque point JC,y,f U s'agisse de passer i inutilement, c'est-à-dire fictivement, au point cor- 
respondant 

* + **> » + *»> * + **. 


et nous dirons que les produits 


- r - * an 

XXx, ïay, ZAx 


t.s I *t 


sont les moments -virtuels des forces'X , V, Z. 

Nuis souviendrons aussi , par di finition tiprtue. de désigner par ar ta quantité qui dans notre 
formule servira it multiplier la comAnnc intensité R de deux forces répulsives dans ane droite r, 
de telle sorte que par analogie avec l'expression différentielle 

am» aurons , dans rentière rigueur des choses , ♦ ' * '' 

4r = (Ê ^ + % A »’ + S 1 *’)' 


5 


et que notre formule d’équilibre se réduira h 

- 

0~z (Xi* + YAÿ -(- ZAa) + ZRAr , 


(2) 


Rar 


étant ce que nous nommerons les moments virtuels des forces R. 

De cette manière nous aurons tonjours, - ■ * • • M 

r' = (jr — py + (a -rv*0' + y — y)' -f (s> - »)* 


*y. *- 


dr 

dr 


T *, - X ' X > 

dx 

r d£ 

— X 

• „ , rfr , 

dr 



r d*' 

= y 

dr 

dr 


e 5 

T dz’ 

X 


> f.-?* . ; 
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et par commuent sons forum explicite, - % , 

rir = f* — a-') (A* — **") -}- ty - ÿ) |Aÿ •*> -f- (* — x) (Ax — A;'), (A) 

les longueurs r devant (*tre regard l'es comme essentiellement positives, ét les forces R de là 
formule (5) devant être affectées dn signe + ou do signe —, selon qu'il y aura mutuelle 
répulsion ou mutuelle attraction dans les droites f. 

Mais pour compléter le sens interprétatif que nons voulons attacher a nos formules, il sera 
nécessaire encore que nous portions notre attention sur la distance r, ..qui joindra le point 

• j >- v » ». , a. '• •••».-.• . , , 

■* + **, y + A ï, * + A« 


an point 


Nous aurons doue. 


*'+•**'. y' -f Aÿ', x’ + Ai. 

* • I *4 


,»< 


r* = (• — *T -f (y — yV — (a — *)' > v 

r ,' = (* + *x — x'—toc'f + {y + Ay — y' — Ay’)’ -f (x + Ar- x" — AV J* 
et pour les angles des droites r, r, , avec les axes rectangulaires des x, y, s , 

x — y x -i- at- — y — ay 

eos. a = — , COS. a, = ' 

•r r, 

eos. p = LUI', cos. ff, = 

* r r, 

r — a' A + Ax — y — As’ 

CO*. T — r-, COS. T, = — — — 


par suite . l’angle compris entre les deux droites sc trouvera au moyen de la formule 

-■ — v • 

"°*-{r„r)=cos.a co*. *, 4- <»*■ P cos. p,-}- cot. y cos. y, - •> \. . . •? j,- ,„.V v »: * » 
(*— r')’+(x— y)(Aar-Ay)+(y— y') 1 4 (y— y'XAjf— . Aj'j+f*— A'J'-flx— x^âx-Ax'), 

»r. , ... 


qui nous donnera 


on bien 


r -j- Ar 
r"*’ 


u •>;.». : *.o 

(*) “.0 


eus- (r,, r) 

f 

àr —r. coi. {r„r) — r. J. * ... . . , 

Ce sera la une conséquence de la définition que nous avons adoptée pour la quantité Ar , ou 


•s v A 
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inversement si l’on prc/érail ériger on définition la relation * s" » V 

,, • l Ar — Tj coe. (r, j r) r v . 

on trouverait , par la marche inverse do calcul , la formule d-dessus : # 

•rsr — (x — x'Hax — Ax') + (y -• ÿ) C^f - **■) + (* ~ *0 IÀ»-T*0 

■ ». . ‘ ' » - 

Pareillement quand X, Y,7. seront les composantes d'une force 1* dirigée d'un point IKe 
«,fc,r vers un point mobile x,p, s, nous aurons 


d'au , 


/' «= (x - o)* 4- (y — i)' + (» - e>* , 


. dl 

I — —x — o 

dix 

.dl . 

,dl 


par sotte . 

■• L X-Pcos.^P—î-pg 

, T = Pcos,fl.= p 3 LZL* = p" r •• 

r i*=pcos.Y-pi^=p2 

XA* + ÏAy + ZAS = p| ^ Ax + ^ Aÿ + ^ Aa j 

«t d'après ta définition admise pour la quantité ai-, nous devrons écrire td 
. dl ' dt ’ . dl ' 


ce qui noos donnera 


î puis, 
ou bien , 


cos .(/,,/) 


/Ai « ,x~ (p—i)Ay + (a—cjAi,) 

/ -f- Al 


Ai = 1, COS. (O)— < 


(S) 
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« par ce moyen nous aurons, dans l'entière rigueur des choses , 

XAir-fTAj-|-EA« = PAf; (6) 

par sodé , la formule générale de l’équilibre pourra Sire mise sous la forme très-simple 

Oss ïPii+siUr, t7) 


121 


«4a* V 


tuais il restera à savoir de quelle utilité pourra être un pareil système de nolatioDS , et cela ue 
sera pas difficile. 


II. 


.. r. 


tribord, eu Imaginant que tes points (ar.jf.s), soient déplacés arbitraire- 

ment t« long de telles courbes qn’on voudra, nous serons toujours libres de faire 

4a=3ir, ix'*=dx', àx"=ét". % . . » . 

ag dy , Aÿ ^ d» 1 , aj" = dy* , . 1 

• Ascid*, aa'=d*' , ai” =sd*\ . . . . 

puisqu on a va que les chemins virtuels de nos formules sont complètement arbitraires . et 
~ J — ; «u faisant cola nous trouverons 




Al *= dl , Ar = dr j 

. 

* v * - / 

H s'ensuit qu' alors notre formate (7) se changera en 

. • -/ * a» 

. 0 se IPrff -j- QRdr , 

• , . t» . 

» • 

« est-à dlre que la quantité finie . • 

sr. .rV r. A ... . .. - , , a- . c- .>U ' 

— L = ïPf-f£Rr ; ,, 

devra sc réduire a nue valeur maximum ou minimum , quand on n’J fera pas varier les inten- 
sités des forces P, R, .ce qui démontrera justement notre principe funiculaire dans son entière 
pureté. 

Cette quantité sdra d’ailleurs on maximum ou un minimum et non une constante, parce que 
sa différentielle seconde ■*. ' 


tPdV + ERdV 


Ai- 


le 
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ne pourra généralement pas «ro égale a téro, ainsi qn« noos allons le faire voir. : 
On aura en effet 


ZPeU = SP 

» • ^ J 

s Rdr = SR 


rfl . . il . . til . 1 

a*+ 5 '»+s*J- . • ........ ...... 

dr j ■ ir • , dr , rfr rfr dr "| 

_ rfa + _ rfy + _ rfl + _^+_- d y + _ î ^J, 


d'OÙ 


;•< • f 

rdl il ’, il „ 1 

* ; «.v *' 

>• • * '■ V J - >.4 

îipd’(= ïf 



V.» '«•> »•»** r *5. 

-f £P 

m ( è ) +***{$+ " 0 ]» 



ïRdY = SR 

fdr _ , ir _ , dr ,, rfr ü - , dr „ , . dr , ' 

- d’x + + 5 -, + J? 4 * .+ ÿ** + J ?* 1 J 


•f SR] 

1 '^(£)+ dyd (S) +rfa *(£) + (£■ 


9+"©} ■ 

* 4 


.■f Vf 

-V‘V *: v CV 

Sont serons libres ensuite de faire 


•iî V ;-f ï » JT* V-e*» 


Aar =e<fi», ai’ = rfV , Aar'' * dV , 

v r» ïi 



Lx = <Ta , As' = (Ta - , Ai" =d’l'' | > 
dans la formule (6), et comme en faisant cela nous trouverons 


, df _ , if , . dl _ 
^d^ + d^ + d^* 


l: v ! r f» ■•f > r^v| 


dr _ , dr , rfr _ rfr jl j , dr dr _ , . 

* 3 si ** + ^ r * + s ** + a?" + d? d * + a?"* 

, *■' . • ■• j • -, •. . ' 'ir;:- >>;i t- iït ***-*( 

H s’ensuit une la différentielle seconde de la fonction 

. « »'* • ’ ;>'■» v 

IP/ + iRr 

r"C*‘ , f. ry-. 

dans laquelle on ne ferS pas varier les quantités P, R , se réduira h deux somme* distincte* , 
dontrune 

. ' SPAf -f sRir * . . 

MURMm P*} r» •« *-{*• .une » «édci » **■»- 

sera étralc ù réro . et dont l’antre restera de la forme . - 

* 8 Sf ' ; " M **®'* 1 *0 m ' © 

+ ** [ ,ud (£) + iyd (£ * + + ^(ï) * **©’ 


s;*'N»qi W i p ê Hft f** 
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le «Igné d qui affectera le* six quantités 


r . • > • v- 


m 


«V* "W? 


dr dr dr 

dx ’ dy ’ dit , ( 

•• . dr dr dr 

d* 1 ’ <ÿ* ds' 

• ' ... > 

indiquait la différentiation complète de chacune de ces quantité» . par rapport aux six variables 
(a:, y, t), (x\ y\ xf) qui s’y trouveront, et toutes les défilées secondes des longueurs l,r pou- 
vant être déterminées explicitement par lus difléreuUuüous successives des relations connues 


t ■>* - ' <*.-• 

l—^szx — a 

4 *•* • •#. 



ix 


* **. # 

• 

dy 

t* - • 

• 


,U 
. <U 

• dr dr , 

r— — y, r.-T-i* »x-— a: 
ix dx 

** V ». 

V' *** 'v'.» 

• 

dr . dx , 


- s »*•, • 


dr d , 

r — = * — x , f 77 =!f — x 



• 

dx 

* » 


--a*- i -ii. i>.- 

*'y*v r* ;i. sj t .-» * \ i. . * . *» • 

^ < f ►i * *V ; VI 

> f ;> *•• \f > 


iii. 


i * ' yr* 

r*> -Vï. ifa a*. 

\.i 's~ ■ .r* .• 

» i , t i* 

*■ »'•, * < v r 

• 


Une autre remarque que nous avons à faire , c'est que Ton aura toujours 
« = P - d) + F < r- »> + 

ï •/ •/ . * «* a 


et que par suite , U fonction .•/ 


• t 


V M » ' " 

— L XP / + XRr 

v-n • * > V. 4 û ' *• j •' '« -?• ** • /*• 

île notre principe funiculaire se réduira explicitement ii >. * 

î*” • t *> • •' T '-f i ^ T "»• “?'• V. y. f v •‘•-'v / 

•Mi* rs* •* *t«x + w +i^)-+x(x*+Y|r+i»)4-»r * 


( 


n .. * 
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Vais cette transformation ne serait d'aucune milite , si pendant la dlfférenllalkw nous (lettons 
faire varier les forces X ,7,2, conformément aqx relations , 

• iz l • » 

, U (m — A) 

Tf = P^- = pi- r — 

rfy < • . 

“ ■ ’ _ " „ dl (z—e) 

. •' *= P £~ P — 


<* 

*— « 


en y regardant connue constante la force P. 

Elle sera an contraire fort utile quand nous prendrons la formule de l'équilibre sous la 
forme * . 


0 = I(XAj -f YAy + Zi») + ZRir, . 


parce qtt'aiors, en faisant 


A* = rfx , Ax' = rfx' , Ax" r= iz" 

a» = rfy, *y'»rfyt, xf — dy" . , . . 

Ax = 4x , As' = rfs’ , Aa“ =* rfs" , . . 

ce qui sera toujours permis , nous aurons comme condition d'équilibre 

# ±= S(Xrfx + îdy + Zrfa) 4- SRdr 

et que par la noos voyons qu’au lien de rendre un maximum ou un miaiiSom la Coaeliou 
complète 

— L=,EP/ 4-IRr 

sans faire varier les forces P, R, nous serons tout aussi libres de ne rendre un maximum ou un 
joluimuœ qutf la fonction partielle 


S(Xx+'Ty4-Zs)4-ïRr 


. (l0> 


à la condition de ne faire varier ni les forces R , ni les forces X , T, Z pendant la diférenttatton. 
U est vrai que U fonction complète 

/ 

— L =.(aX 4- *Y + cZ)-(-2tXj- 4- ïy 4- X») + ïB.r ' * ’ V * '■ * *. 

‘ ..... .i'. 

noos conduirait a la même conséquence , si nous convenions de ne pas y faire varier les com- 
posantes X,Ï,Z des 'forces P ; mais comme 1 hypothèse de ftnvariabOUé des composantes 
X, T, Z exige Implicitement que . pendant le déplacement du système , tes force» P conservent 
à ta fols le* mêmes Intensités cl les mêmes directions, ce qui suppose des points fixes 
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(a', y. infiniment éloignés, il s'ensuit que, de cette manière , nous ne pourrions recon- 
naître li propriété des maxJma et minhna de la fonction partielle 

' &Xx-f Y» + Zs)-f idlr 

9 *•' » e --..C 

que pour le cas unique des forces parallèles et. constantes pendant le déplacement du sys- 
tème, arec la difficulté encore de uf pas être certains que la propriété des maxlma et minime 
de H fonction complète — I. ne tombera pas en début quand le terme 

# i , 

£(«X -f 4Y -f cl) 

• T - ;• ' . % . 

y prendra une valeur infiniment grande; an lieu que de l’autre manière nous avons réussi h 
démontrer que, daus tous les cas, queHes qnc puissent ètr« les valeurs finies ou infiniment 
grandes des coordonnées constantes (a.b.c), [a/, V, e ' il sera permis de ne pas en tenir 
rompte , et de ne pas Taire varier les composantes X , Y, Z des forces P pendant ia d I Itère n Ra- 
tion. pourvu qu'on u'ait en vue que les relation* (le l'équilibre et non les conditions de la sta- 
bilité il* un système. 

Pour qn il n’y ait pas de contradiction en cela, H faudra que dans la différentiation de U 
fonction complète — L on ait séparément . • 

0 — z[ai\ -f bdX -J- crfZJ +£[xdX + ytiY -f xO] . 


1J(» - a)d\ -(- (p - b)iJ -f (* - 0)0.] ; 


SI noos remontons , eu effet , aux formules connues 




« »• _ - «» 

dp — «zrl T , X^= P 

dr * dx 

. ,él v n éi 

,= V 

*=r", 

as as 


H relation en question deviendra 


d comme on aura 


-*e*£+*‘S +*‘3 
•HH:(S'+Q+©r 
(SMS) +(£)'-’. 


U s’ensuit que cette retalion sera nécessairement vrate. 


. r -,v • u s 
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Pour compléter cette discussion , il nous reste encore à promet qao la foncUou partielle 

, Y» * ** ' - r * * V .* > ’i-A -î i - A'* 

I(Xx + Yy + Zs) + £Rr 

ne devra Cire véritablement qu'un maximum ou un minimum et non une constante, quand on 
v fera varier seulement les coordonnées (*, y, :), Y, y", ;% el les distances r qui eu 

* . . * .»**.. ’V xi r 4 * • •. €> 

dépendront. ” ... . 

La différentielle première sera en effet 

. -, rdr , , dr . . dr . dr ... dr *, dr "1 

r •; ; *{M* f Yrfy + Zdx, w ^ ^ ''y + * '?-• -r ^ <&+ ^ ^ <1* J 4 _ 

; v*?* K * ' - r.*, ‘■'r* : •?- .* r ,*■ * ‘ m + 

et sê réduira à *éro , pubqae dans la formule r, > v «~* • ' rs 

» • /*» * ••• •; ; * ’ ~ • • s* * \ ' i*. *“ «v- 

0 * £(XAjp “4" ày -f- ZAa) -{- X&ar 

.»» v ’ .r* 

U aous sera toujours lobible de faire * «t *r. » , .. r. > 

-, % ; i-t\ ,>.v» 

Ajr «= tlx , Ay = dy , Ax" = dx" , 

Ay«dy, = , Ay' =*dtf ...... 1 

Av = dï , Ajs =x dz , As" — dx" ; 

t- . - ; *•' -r « 

pois la différentielle seconde sera 

- - S*>t Ov ► - k V«.« « >K. . ► 

ï(Xd , x + Yd'y-^Zdi)4- 

+ IR [ J d'* + J d v + £** V g **+ % H +% r* ] - 

! + er H (S ) + iyd (£) + iu © +dx ’ rf ® + ^ (S) + ^ (S) ] 

et les terme» résultants de la première ligue seulement se réduiront A aéro quand uoua forons 

Ajr = <rx , Ay =<rx ...... 

* A* =* < r» r A/ = dy , n . . ^ 

■iisdi, as 1 == dis' , .'n.. . . 

dans la formule (î) , tandis que te dernier terme persistera « 

6 Y’ , % 

* • V ’ q * 

fi? tt. tu. *r 


B •. f .* " */ A- I; 
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, IV. 


Si nom convenons de désigner par 

' ' ‘ f ■ , ’. v • V . i* ' V 

m, r, if les projections des droites ri*. . . . , 

„ > sur les axes rectangulaires des j\ y t 

U, V, W les projections (les forces K ) B / - • * •' 

chacune de ces projections étant prise atoc le mémo signe que celle des lougoeurs r, U dont elle 
proviendra . ce qui revient à dire que les longueurs u.r.tr seront essentiellement positives, et 
que les forces C.V, W devront é’re prises avec le signe -f- ou avgc le signe—, selon qu'il y 
aura des forces répulsives an des forces attractives dans les droites r, nous anrons A la fois 

u = r cos.* , U — R cos.ï *• • ' ' .-.ii 

r = r cos. 3 , V — - R cos. jv 

• i • 

« w=er cor.y > W=Rcos.y, 


> d’où, 


et par conséquent. 


» (x — yv 

Tu = Rr cos. *= II r ^ — - — J 
Ve = Rr COS.’? = Rr 
Wir — Rr co*.'y = Rr r ~' )' 

tu=aVc-f-Ww=«Rr, ' v 




( 12 ) 


ce qui nous montre que les forces résultantes R dans les droites obliques r pourront être rem- 
placées par les forces composantes T, V, W dans les projections u,c,ie de ces obliques. 

Cela étant, si nous prenons la formule de l'équilibre sous la forme 

. . * : — . "v. m .r Çc* -ï .v* .>-■■ • >(< 

0 =• S(\ir + Yig + Z As) 4 - • 


+ r f (r £)^ + ( R iy+ f n S ( r £)^ ,+ ( n ( r i) * I 


tç »* 


et que nous y fassions 


; r. 4jt = *r, Ax-=rfy , Ax”=Ae”, . . ;• . y ' • ■ 

•* * - ' • v -c i.ijjL, -w-;*/ " . 

* to/=a/, , % 
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nous trouverons 

0 = X(Xrfj + Y rfy 4- Hz) + 

+ #£)*+(»â*+(«S)*4®K(*»W+(*»W]. 

ce qui nous montre que dans le cas oit nous ne voudrons faire varier ni les composantes X, Y, T. 

des forces P, ni les composantes R , R ~ , Jl % , R - . des forces R .-la théorie 

dx .dy'dz dx • 

de l' équilibré se réduira a rendre .un maximum ou un mimutiun la fonction 


. x(XT-|-ry + xs) + 


+ s [{*£H( i 

R $) 9 + (* £) * + ( R êV+ ( R J) y+ 

cl comine nous aurons toujours 



dr x — x‘ dr 

_ X — X 


dx t ’ rf-r' 

r 


dr y y' dr 

_ y — sr 

• 

rfy r ’ rfy" 

r 


dr _z — s' dr 

r 1 — * 


ds r * dz' 

r 

Il s'ensuivra 


=r)'=" 

,4 ' 

»<*-*«')- 0 e 


V* , t ' 


C«Y* Wir 

„• j*,% t . : ■ , 

" \<i* + rfrf )- K \ 

1T7. *’ 


de telle sorte que ta fonction (1 ï) se réduira a 


et par suite a 


tQLz + Yy + Z*) + S (U« f Yr + Yl u) 1 • 

[ t ' W*’»- 

I(X*-f Yy + Zv) + ïUr ) 


comme précédemment 

Mais précédemment nous devions rendre celle quantité uu maximum ou un minimum , en n'y 
faisant pas varier les forces X, Y, 7. et R, tandis qu'à présent U s’agira de ne faire varier ni 
les composantes X, Y, Z des forces P, ni les composantes V, V, W des forces R. 
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Or. & ce nouveau point de rue, la différentielle seconde des formules {16} ou '13 deviendra 

ï. X<fx + \d'y + ZJ’ît -f 

+ i ( R £V* +(■ £) rf *»+ (* + ( ii è)^+t B $W+ ( R î) " 1 

<* se réduira exactement à léro. parce que rien ne nous empêchera de supposer 

JLr = d'x . 4r' = d x? , àx* rf*T r 

A»=lrf'ï. *»'=«*» 

Ai = </ s , A* 1 — «f ' s' , 


dans la formule connue 


0 = A(XAr + ÏAy + Zi*) + Sftar. 


Toutes Us autres différentielles des fonctions (16) ou (13) liront également milles ,q>arce 
que rien ne nous empêchera de faire en général 


ax~ dr'jc x 

Ax'ssi m x' , 

Ai'' => d-£' 

ay =» d“* , 


Ay" « d~j' 

i: = d“î , 

IX = d m t ' , 

AS" = d“z" 




et par conséquent , U ne s’agira plus maintenant d’une valeur maximum on minimum , mais 
bien d’une valeur constante pendant le déplacement du système. 

De plus , relie constante devra eure nulle , cl nous aurons toujours dans la situation d'équi- 
libre d'un système 

X(Xj -j- Yy -J- Zi; -f- SRr = 0. (16) 

Ocla résulte d'abord des calculs que nous venons d'eBccluer, car de ce que toutes le* itifTe 
renticlles successives de la fonction par rapport aux variables (x, y, s,), (r 1 y' J) se rédui- 

ront 3 séro , Il en faut conclure que la fonction dont U est question , sera véritablement 
' indépendante de ces variables , et qu'on pourra las égaler toutes 6 téro sans en changer la 
valeur numérique , ce qui nous donnera manifestement • 

X(Xx -f Y| 4 Zi) 4- ERr = 0. 

Cela résultera aussi (Te la formale générale de l'équilibre , dans laquelle nous serons tou- 
Je™* libres de faire 


Al a=* , 

A X'*sx , 

**W, 

* 




£ 

» 

<< 

Ay'*y , 

> 

$ 

11 

% 

• 

1 *. # »t t 1 



AS s. î-. 

As's=*', 

As" = *" , 


l *••**<•' 




i * * .. 

*. ... 1 


17 
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de manière a trouver ' '' * - ’ 1 ’ 

tj- — r. 

Cela résultera enfin des équatlors primitives " ■ ! * , * , . . ' s *« 

! •» ‘ * . • " ' . s ■ ‘ » . 

. .. ... •-*+*£ « 

O^Y+tttg 

0 = Z +ER^ 


' ■ • « - ji 

qui devront avoir tien en chaque point t, y , * ot qu’on sera toujours libre de multiplier 
par x, jr, i avant de les ajouter toutes ensemble. 

La formule (15) mise sous la forme 

*• • ... • r » ’ > . » j. •.>' • .. . • .... 

Z(Xx+tÿ + Zt) + ï(Uu-j-V» + W«) = # .. ... 


ne sera donc qu’une pure identité par rapport au* variables (x,#, »), (*'/*’! qui y figureront, 
et réciproquement arec I < *eul principe d'une telle identité nous arriverions a décomposer cette 
formule eu autant d’équations distinctes ... . . 


- °= x + m £ 
dr 

0=T-f rft — 
dr 

1 de 



qu'il y aurait de points x, y, t dans Je système , de ta même manière que nous îe ferlons 
avec les formules 


• =**(Xte + T4y-{-îat) -f iRAr * • - ■ 

r*r =*(x— xT\(\z— ax 1 ) -f- (y — yOfAy — Ay’J-f (i— V}(À.r— âV) 



V. 


<* . t v •• Si 

• -V ... 


•es* 


Dans la position d’équilibre d’un système, nous n'aurons pas seulement ta forante 
résultante 

S(X* + Yy+Za) + £Rr = 0 
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mais «aeore kl formules partielles 

XXx + xUm » 0 j 
tïy IV® = 0 j 
‘ ' IZi 4- SWw = 0 ) 


ut 


(««) 


\. • ♦» ;i 


dont la simple addition reproduira la première et que I on trouvera en faisant séparément 


. 

tu; — x, 

ut? =& , ax" = y 

1 A* •••* •« 

pois 

* • 

• • • • 

i * > * » 

*y = » . 

*»' = *'. 4y" = »" 

• et ends 

• J v ' »• 'a' 

. ; th-’ . - . 

‘ - y . ■ .* • .* A 

: # > 

As = », 

4*’ = ï’ , Aï" = l" 


\ * v* 


v 


SI nous convenons de mener une perpendiculaire ON de l'origine sur la direction d'une 

-> i <î ’u • -»•** ■* -> force P eu désignant par • ■ . .... . 

£r\j, 

X la longueur comptée du pied fl de cette per- 
pendiculaire jusqu'au point d'appHcaüon de la 

force P en x, y, z. 

A la longueur correspondante du point N au point 
Oxe a, b , c. 

d le rayon recteur mené de l'origine au point r, 

' , -V.; .. , . 

.D le rayon vecteur correspondant mené de l'ori- 
gine au point a, b, c, nous aurons généralement 



Xar + Ty-f Zr aX+W-fÆ 

(d,p) = ’ T , cos. ( D, P) = ~ T ~ri) 


et par suite 


T * d cos.(<Cpî . 


X* -f Ty -f Zz = PX 
«X j-{- fcï + cZ = PA. 


t = D COS.(D^P) 


Nous aurons en même temps 


r ' 


1 = 1 — JL - 

et par conséquent la fonction — L de notre principe funiculaire se réduira généralement A 
« i.-: . ’-i- « ♦ — X.* — iPA-j-HOt -fXHr, * s 


^ i ‘ 
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puis ta formule (15) noua donnera • 



. £PX+ îRr = 0 ' (17) 

et 1a valeur maximum ou minimum de la fonction — L dans la position d'équilibre il un 
système sc réduira exactement à la quantité 

i-, ' r . • ",-Jj 

— L = — I(oX + 6Y -frZ) = — ïPA (18) 

. . -- t • , 

Mais quand , au lieu de rendre un maximum ou nn minimum la feuction complète 

— h = SPf + ZRr = — £ >X + 4Y + cZ) -f X(Xi + ïy -}- Z») -f fflr 

/ N ' ’ \ 

de notre principe funiculaire , nous ne voudrons rendre un maximum ou «tu minimum que la 
fonction partielle . * . 

Z(Xx-f- Yy-fZ») + ïRr 

nous aurons zéro pour la valeur précise de cette fonction dans la position d'équilibre du 
système. 

Quand enfin noos voudrons particulariser encore davantage en ramenant la fonction par- 
tielle dont fl est question à la forme 

Z(Xx + Yy + Zv) -f Küu-f Vc +W») 


U ne sera pins question ni de maximum ni de minimum , mais d’une pure Identité par rapport 

atft variables {x, y,*), (x'ÿ/), qui y figureront, et qui pourront être 5 volonté ou le» 

coordonnées effectives de tous les points du système dans sa position d’équilibre , ou telles 
antres quantités que l’on toudra , ainsi que le montre la formule 

üiXi*+Ya,-fZ4.)+ s[ü d £ A* + R ay+ R -f R ~ 4V+ R ± 4y’+ R J Av’ |. 

D'après une telle eondltio» d’identité , nous aurons nécessairement 

m + ERr = 0 ...* 

et réciproquement de la formule que nous -enons d’écrire , nous pourrions revenir soit à la 
formule . •' J , 

I(Xx-f Yy + Z»)4-Z Um + Vc+ W») = #, 

soit à r autre formule 


... .... .*(X* + Y|) + Z«) + ïar«i ... ... ... 

île manière qoe dans le premier cas, arec : e principe d’une parfaite identité , et dans le 
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deuxième cas, avec le principe «ht maximum ou du minimum de la fonction . nous réussirions a 
en faire sortir la science entière de la statique. 
h équation (17) pourra être envisagée non-seulement comme une formate de principe de la 

minière que nous venons de le dire, mais encore comme une relation fort significative , ou 
comme un énoncé de théorème dans une charpente d'assemblage formée par des tirants et par 
des arcs-boutants. 

Si nous adule lions . en effet . que dans une pareille charpente il n'entre que des pièces pris 
manques destinées ü presser otrt tirer dans leurs dlrértfons Respectives les unes sur le* autres , 
et qu'il nous soit permis encore (le supposer que la section transversale de chaque pièce doive! 

établie proportionnellement h l-’intonsllé de la force H. que cette pièce aura a faire dans 
lurtéosoo dans l'autre. il s’ensuivra que ta quantité résultante ». * - 

Ulr 


représentera l'excès du volume des arcs-boulanls sur le volume des tirants, et qoe par consé- 
quent la différence de res 'deux vohHncsxcra égale 3 ht quantité parfaitement déterminée 

* ** • ' » • 

— m . . — 


que l'on pourra calculer dès que les forces P seront données, par leurs intensités, par leurs 
directions et par leurs points d'application r,y,z, sans que l'on ait h s'occuper de la forme 
géométrique du réseau ou de la charpente dont il est question. 

Tout changement dp construction dans une pareille charpente au moyen duquel on par- 
viendra à supprimer tut certain volume de tirants, entraînera la suppression d'un volante égal 
d'arcs-boutants ou réciproquement, de telle sorte, par exemple, que lorsqu'il s’agira do ne 
faire portvf sur une charpente que denx forces égales et opposées dans une certaine direction, 
le système le plus économique se réduira a une seule pièce dans la commune direction dos 
ton**. 

.• Que l’on se place d'ailleurs a ce point Interprétatif de la formule 
' ' - ' - IPX 2Rfas 0 - 

■ * ■ . • ’ r 

on bien qu'on se tienne an point do rue purement abstrait do la formule équivalente 


i(X* + Yy + zj) 4- air = o 


' „• ■.* 


U ne s'ensuivra pas moins que dans l'état naturel d'un corps solide , qui ne sera solHdté par 
ancune force extérieure , on devra avoir la relation fort curieuse 

Mtr = 0 

* , a • . . . • 

qui pourra être satisfait* de denx manières , on parce que lès forces R seront toutes sépSrd- 
ment nulle*, ou parce qu'il y atra a ta fois des forces répulsives et des forces attractives, de 
manière qu’en désignant par R, lesunevet parti, les autres , on aura 


SR.r. — SR.r, = O 


. 1*1 
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L'équation 


VI. 


Z{ Xar + ïp + Zx ) + Mlr = t 


• • • • ■-.v. ■» 

•- j • • •-»- 

1 «* 


étant envisagé comme une formule rte principe, ou eu déduira immédiatement les conditions de 
l'équilibre de translation d'un système entre les seules forces eruéricures ; car il faudra que la 
quantité 

*(JU+Ty+Ï.) 

’ ' * : ' - - ’% | ,# 

ne change pas quand on déplacera l’origine , c'est-à-dire quand on augmentera ou qu'on dimi- 
nuera toutes les coordonnées U, y. x), , de trots constantes arbitraires A, B, C, et 

par suite , il faudra que dans te système entier I on ail 


IX . 


I , It = 0 , IZ = O 


m 


On ne pourra pas on déduire aussi simplement les conditions de Péqulftbrede rotation, 
parce qu'en faisant tourner le sj stème des axes rectangulaires des r, y, x -autour de son origine, 
les longueurs X ne changeront pas , et que par suite la formule équivalente 

-*• • * » • • . 

" • V - EP) -fERr=* . - < • ..-V- •••• 

c i « ,\ . :. 

• •••••-• ; *. a 

ne se trouvera aucunement modifiée. 

Si nous considérons encore un système parfaitement élastique , dont la Bgore Serra changer 
graduellement par le moyen de certaines forces variables X, I,Z, nous aurons A chaque instant 
la relation 

0 = I(X* + Tg + Eï>+IRr. • . 

La différentielle complète de celle équation sera 

0 = i(Xir + T dy -f Z iz) + IR*- r • . 

+ I(xrfX-| 7 ÿ<fït=îrf7.) .f IriR.* - * '•*’ 

liais de ce que ta formule en question ne sera qu'uuc pure identité, quand on la mettra sous 
la forme * • *e 

’ • ' 1 ' * * * — '. •' , J.'", .1*'U 

... fl = I(Xs: + Tp4-^s)+ . 

* s *+ (• s » + (» i) ■+(»£) *+ (> $ < * (> à-'] 
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Il s’ensuit qu'ou aura séparément 

0 = Z(Xrfx + Yrfy -f Ut) + 

+ E [( R £) rfx + ( R £)* + (* £)* + ( r Ê) rfx, + ( R ( R £)" f 


et qui entraînera 


ft=Z(X«tr+ï</s + Z<ii)4.aUtr ' 
0 = 1 (xdX 4 - yrfY + xdt) + SrdR 


(») 


La dernière de ces équations pourra être obtenue encore par la différentiation de la formula 
Identique sans y faire varier les coordonnées \x, y, a), (x’, y, s’),..,.. 

On trouvera, en effet, de cette manière, 

0= + yrfY + irfZ)4- 

+ • K* S)+ W” ï) +"(■ £) + "(» s?>+* 4 * $) + "(“ l)> 

• *• c apf » r * • 


mais on aura 


. *(» 5 M*£H 4 + >'s)“ + *(*S + "£) 

- (* ï) + K* £M ■ E + ^£) a + " (* E + " ») 

et par l'addition de ces formules, en tenant compte des relations • 

dr _x — r 1 dr x' — * 
dx -= r * di~~~r 
* _ ÿ — 1 dr_ y' — y 
dy r \ * 4 = r 
<fr r — rf dr _ x' — r 
dr r ’ dr" r 


■ « ~ 


qnl donneront 


dr , , dr (x — x^* 

*5i + I dP=~T- i - 

la = Ü-_!Ï 

* dlj * tly r 

dr , dr (* — r)*" 

* -r- 4- a f-, =*■ 1 - 

dr «ta r 
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on reproduira d'abord te terme 


rrfR 


puis cu> aura tes relations 

,dr , dr _ . dr dr dr 1' .[dry 

dx 1 <te' v ' de de de S \de/ 

, dr dr . „ . dr dr dr 1 /dr\ 

^ dÿ + 57- = (»-»V * = r s; d ^ = 2 "'(dÿ) 


dy,' 

dr\> 


. dr dr dr dr dr 1 ,/dr\ 

td Si + * rf d? = “ * )rf T, = r d7 ' di = 3 rrf ( S» 


dont la somme sera 


H(S ,+ ® ,+ ©‘ 


x" 0. 


On volt que l’autre mode de démonstration était beaucoup plus simple. 

Quand ensuite la variabilité des forces X , Y, Z devra être telle que le s) sterne uc puisse se 
déplacer que d'une seule pièce , nous aurons la relation Gnie 


t(Xe+ ïy -|-y.s) = — sRr=ecmsl. 
et les deux équations différentielles 

t(Xdx + Ydjr -)■ Ma) =0 
£(xdX + ÿdï-f *d£) =0 


JM 


dont l'une se trouvera être la formule ordinaire des vitesses virtuelles entre tes seules forces 
extérieures , et dont l'autre nous fera connaître une relation assez curieuse entre les arcrofese- 
œenU des forces X , T, £ d'une position 1 l’autre. 


VII. 


En reprenant les formules générales 

0 = £(Xax -f tay -f Z*i) + «tar " v # 

* rar = (x— *)(ajr — aV)+(y- y ) (ay - ay’) + (* — «OC 4 * — ) 

et en nous proposant uniqaemenl d'avoir 

Ar = « . 
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afin de faire disparaître les forces R de la formule de l’équilibre , nous voyons de prime abord 
qu'on satisfera à celle condition eu faisant 


U = ir' «= i/=>U'’= ..... 
4y = A^ = Ay" = Ay" = 

Aï :£= As’ = 4a* = As”' = 


(») 


t esl-à-dirc eu déplaçant le système parallèlement A lul-inéme saus changement de figure. , » « 

On retrouvera de celle manière les trois conditions d’ équilibre de translation " • 


SX = 0 
XT = 0 
W = 0. 




On réussira encore à faire disparaître les forces R de la formulé de l'équilibre quand ou fera 


A* — A*' = B(i — *') — C(y — y” ) 
Ay — Ay' ss C(x — x'} — h(x — a') 
Ax — Ai 1 == A (y — y*} — B(x — x") 


, e.. . . .* tp’.' *’ 


et par suite, en séparant les variables. 


A_r= Bi — Cy 
Ay = Ci — Ai 
• Ai = Ay — B_r 


. *. A . . . 

<») 

» * . -s î 


* ' f 


car au moyen de pareilles vitesses virtuelles on aura toujours 

• Ar = 0, 

. - ■. . ’ < »' >. , 

^ puis la formule de l'équilibre se réddtra a 

r • ■ * * • * » 

i(XA* -f lAy + Zi») = Aït II — Vïji + BX(xX — il) + CI{xï - yX) 5. 

• N ,« 

et comme les constantes A, B, C seront complètement arbitraires, il faudra que l’on ail sépa- 
rément : . »s ...... . 


v '• 


Z(yZ — xY) = 0 ‘ 
X(xX — xZ) = 0 
ïixY yX) ’= 0 , 




'•’/ ' t 


c'eat-â-dire que de cette manière ou trouvera les conditions de l'équilibre de rotation. 

: ... . ’ ■ « 
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Pour «avoir Ji quelle sorte de déplacement ou de changement de figure correspondront les 
vitesses virtuelles des formules i23), nous commencerons par égaler chacune de ces formuler 
i léro , ce qui nous donnera 


et nous apprendra que tous les points de ta diagonale d'un paraRélIptpéde formé avec les lon- 
gueurs A , R, C comme côtés , ne se déplaceront pas ; donc celle diagonale devra être considérée 
comme un ase fixe de rotation, et en faisant 


I = V^+F+C 




ou trouvera les angles «,p,y, de l’axe fixe avec les directions rectangulaires des x,y,z par 
les formules 


A‘ . B C 

cos. «s y, cos. ? — y > cos. f = Tl - 

En désignant ensuite par 

d le rayou vecteur mené de l'origine h un point x.y, a. 

As une longueur menée du point r,y, rau poi0ta; + ^ r > Ï+ 4 Ü> + 
p la perpendiculaire abaissée du point x, y, i sur l'axe fixe, 
n la distance de l'origine au pied de la perpendiculaire sur l’axe fixe, 


• si ., 


nous aurons: 


, , x&x 4- yAy -4- *Aa 


a' *{ » 


cos.(n, Ai ) = 


AAx-f- BAy-f-CA* 
1AS 5 


donc la droite A» sera perpendiculaire S la fols aux deux droites d,n, et par suite elle sera 
perpendiculaire au plan méridien , qui passera par Taxe fixe et par le point x, y, s; elle sera 
donc contenue dans le plan perpendiculaire il l’axe fixe, qui passera par le point x. y. «. él 
dans ce plan elle sera dirigée perpendiculairement il la droite p 

• ' Nous aurons en même temps 

n — x cos. a -f- y cos. fl -f- x cos. y i -- : » — . * 
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lit “ Aï -j- By ■{- Cï , 


p’ = <f — »’ 

00 * 

iy=rW-W=r(y+y’-H^-(A*4-By+«*r ** ' * 

= (r — AV + {!’ — B')y‘ + (I* — c V — 2BCyt — 2CAZX — JABxy , 

pois " . 

A*' — (B t — Cy) ' -J- (C* — Aï)’ -f- (Ay — Bx)’ ,■ • t *■ • 

- -r=(B’-|-C)*’+(C + A')y’+(A'+BV— 2BCyî — 2CA*r— 2ABxy, 'V 

et avec la relation ' 


noos trouverons 


1.. .r 


r = A*-f B’ + C’ 


**=lp. 


s . 


Mais on désignant pat i l’angle compris entre les deux perpendiculaires à l’axe fixe . dont 
t I’um p passera par le point x,y ,z, et l’autre p, par le point x+Ax, y-f Aÿ, *+ As, noos 
■ aurons •' r ’ * ■ . • • • • • ■ r ■ ■ » •> 


et par sotte 


as = p tg i 


tg i = 1 = const. 


> • * - 


Ainsi le déplacement virtuel des formules (23) consistera A faire tourner le système d’on cer- 
tain angle i autour d'un axe fixe , et à faire croître eu même temps chacune des perpendicu- 
laires p proportionnellement fi la sécante de l'angle i. 

L'axe fixe sera le prolongement indéfini de la diagonale I do parafléllpipèdc que l'on pourra 
. , former sur les longueurs A ,B,C comme edtés, et comme la longueur I se confondra idenfi- 
... quement avec la longueur A quand on fera à la fois ' ’ '' ’ 

; * x é . ■ t /• ‘ '«a.-** .*■ * ** v *v» ** i **>••.»>•# . » ». r* 1 

B = 0,C = 0, v*;* i/ ’■ * s* . • . 

■ H s'ensuit qu'en désignant par a ce que deviendra alors l'angle » , oo aura 


On aorademéme 


quand on fera : 


tg a = A. 


tg 6 = B 


C a 0, A =9, 


tg <*= C 
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A = 0 , B = 0 , 


tg »=‘l = y'A’ + B'-f-C‘ <g‘«+ tg'6 + tg c 

pour telles longueurs simultanées A, B, C qu’on voudra , et à cause de la forme linéaire des for- 
mules OS), les chemins résultants de ce derulrr cas ne seront que les sommes algébriques des 
chemins partiels des trois rotations successives des longueurs A , B, C, l’une d’un angle a autour 
de l‘axe des x, l’antre d’un angle b autour de l’axe des y, et la troisième d'an angle c autour 
de l’aie des a. - é - *■ 

Comme , eufln , la longueur I sera la diagonale du paralléUpipède que Ton pourra former 
sur les longueurs A, B, C comme côtés , nous arriverons 4 ce beau théorème que les déplace- 
ments rotatoires, doat il est question ici , pourront être représentés chacun dans la direction de 
son axe, par une longueur égale h la tangente de l’angle décrit autour de cet axe, et que 
tontes les longueurs ou tangentes, ainsi portées sur leurs axes respectifs , se composeront oose 
décomposeront ensuite d’après la règle ordinaire du parallélogramme en géométrie. , 

H est facile de voir encore que dans un système composé de plusieurs pièces distinctes , les 
constantes A, B, G pourront changer arbitrairement d'une pièce 4 l’autre. . 

.4 Noos avons 4 faire remarquer enfin que ai les angles a, A, r devenaient inllnimcnt petits, , 
nous pourrions, au premier degré d'apprôximaiion, confondre les tangentes des angles 
a, b, e, i avec leurs arcs , de manière 4 retrouver les formules connues des mouvements de 
rotation infiniment petits des corps rigides. 


IX. 


•- ‘r.‘ • 

•v 7 - j 


Nous allons chercher maintenant quels devront être les chemins virtuels finis ajc , 4y, ax de 
nos formules pour que la figure d'un système ne change pas. \ ’ . T • t 

Ees formules il J;- rempliraient immédiatement noire but si nous parvenions 4 y ajouter 
quelques nouveaux termes , qui n'auraient d’autre oltjcl que de ramener les perpendiculaire» 
subséquentes ■’ • 


p. = p sec. * ==-£- 

COS. • 




4 leur longucnr initiale p. 

Or , les projections des perpendiculaires p étaient 

x—H cos. x^x — ~ (A* -f- By -f C«) 

, y — »cos.Ê = y— p(Ax+By4-C») 

x-n cos. y — * — £ (Aas+ By +Cr) , 


f ïA f- 


• fr 
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par conséquent celles des perpendiculaires p, seront 

x— «Cos.*-j-(*r — Cÿ)=(Bs — Cy) + x— p (Ax-|-By + Ct) 

y — * cos, S + (Cx —As) = |Cx — As) + y — 5 (Ax + By + C») 

ï — n cos.f4-(Ay— Bx) = i.\y — Bx)4-i — p (Ax4-By4-C*) 


et , quand nous multiplierons les projections des perpendiculaires p,, par le rapport 


P.— P 
P. 


= 1 — cos. i 


nous trourerons évidemment les cliemhis virluels A, x,A, y.A.r, qui devront être retranche* de 
«eux des formules (23) pour que nous rencontrions la solution du problème que nous avons 
en vue. 

11 suit de là que nous aurons : 

. '■ i 

c • ' A i ' 

ax=s(Bï — Cy)cos.«- [x— p tAx4-By4-Ci)]il — coni] 

• • . B * ' i 

if = (Cx — Azjcos.) - [x - - (Ax4 By 4- Ci)] [1 - cos.il > (25) 

A* = (Ay — Bxicos.» — [x— p (Ax4- By4- Ci)][l — co*. Q 1 


l’angle i dépendant toujours de la relation 


(g.’iai*=A'4-r4-e 

et les angles *,|1 ,y de l'axe fixe autour duquel le système tournera d’un angle i, ne cessant 
pas d’être déterminés par le» formules connues 

•.'•••• .’• - ’ • « 

1 COS. « = A , 1 cos. ? = B , I cos Y = c, 

par conséquent les formules (25) pourront être mises sou» la forme équivalente : 

sx=(z eos.i — y eos.YJsln.i — x(l— co*.i»4x eos.«4-y cos.{l+* cos. y>(1— - cos. t)co».« I 
Af=(xcos.Y-icos.a)siB.i— y(l— cos.*)4-<xcos.«4-yoos.p4-ic<».T'(l— cos i)cos. Ji j (26) 
a* =(y cos.«— x cos.?;sin.t-i(l— co*.t)4-(x cos.«+y cos.^-i cos.yXI — cos.ijcos. y- J 


SI nous avions a vérifier directement ces formules, nous ferions voir d’abord que l’on aura 


AAx 4- BAy X- CA* 

-i U «»• C*» A») = jj— = 0. 
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Nous ferions voir ensuite que dam l’expression de la longueur subséquente d, , du rayon vec- 
teur , mené de l’origine au point .r-j-ax, y 4 - ay , i -f-Xs , i savoir : 

d. , =(jr+Aar)’-Hy-|-iy) , +|2-|-Ai) , =(*’-fy’-J-*')+î(«a*-|-*ij4«A*)-Hâaf+Aj(’+às’), 

. \ * 

on aura : 


0 = 2*Ar -)- yAy + iAx) 4 . (Ax’-f Ay’-f- Aï*) 


et par suite 


d,’— jr'-j- y"-)- j*= d*. 
Nous (crions voir encore qu'en posant 

i = ï. 


00 aura; 


as* = Ar’ -f- 45 ' -f- Ai*=(2p sin.cf’. 


c’est-à-dire que la longueur a» se trouvera être la corde d’un arc décrit de l’axe fixe de rota- 
tion comme centre, dans un plan perpendiculaire à cel asc, avec un rayon p, sous un angle > 
ou 2i. - 

Nom pourrions désigner ensuite par 2 ?T angle des rayons vecteurs égaux d,d,,et nous 

aurions: * - ■ . - - ’ *-• 

p siu. i — p siu. i 

• > » • • . * VJ. . * * " ‘ - 0i '• ** * 

ou . - * 

p 

sin. * — - sin. 5 , — - 


1 » 


•é 
♦ .■ 


Nous pourrions faire voir encore que dans la formule 

r' = (x-|-ax — J — Ai'J’-f (y-fAy— y'— 4y')’-(-(i-{-4i — s’— Ai - )’ 

=* [(X— *7+ (y— y ')'(»— *')’]+2[tr— y)(4j— Ax'j-Kar — y 1 ) (4y— 4y0-f(x— a') ( 4x— 4*'j] 
+ [(4*-4x')*-H4y_4|('i’44à*^àll*î 


ou aura i 


r,' = (x — *')’ + (y — yV + (x — *')• = r*. 


Mais 00 ne pourra avoir 


Ar = ( 


car (1 faudra que I on remonte à la formule 

rAr = (x— x’) (4x - 4ar )4- (y — y') (4y — Ay ) + (* — a”) (Ai — Ai’) , - 

et quand on y substituera respectivement les premiers, les deuxièmes et les troisièmes terme* 


r. . 
v . * 


^ : ■* 
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des formules (Î6), on reconnaîtra aisément qno par la substitution des premiers termes, 11 
viendra nîro ; que par Ja substitution des deuxiemes termes, U viendra : 

— [(x— x'j(x— x'J-fiy— y'Hÿ— y') + (*— jf)(* — a')] [i _ cos. f] =— r’ {1 _ cos. i) ; 

que par la substitution des troisièmes termes , 11 viendra : 

x')cos.a+{jf— y’Jcos.H-!s-*')cos.r)] [ x— x^os. *-f(y- y';cos.fi-f 'i— j.cos-y] ,1 — cos.tj. 

et qu’enflu Ton aura : 

rAr=^— r 1 !'! — cos.i;+ [{x — x‘,cos.»-J-(y — y')cos.|5 + {*— x'Jcos.y]*!! — cos.»). > 

’ *. - • , ' > N ^ S . 

Cette formule pourrait être transformée ensuite en y substituant la râleur connue de r* en 
x , y, a et x’, y', a’, mais pôtir l'objet que nous avons eu vue , il sera préférable de la conserver 
telle que nous venons de la trouver. ... 

. Ainsi , dans la formule de l'équilibre 

O au S(X4x 4- Y 4y -f ZAï) -f SRar, 

, • nous aurons 4 faire • . 

4r = — r(l— cos.t) -j-î [(x — . tNtos.» fÿ — y’Jcos. ?-)-(* — «'jcos.Y) ‘(4 — cos.t) (27) 

* * . ’ , *' A ' 4 . .. • 

ei à y sobstibier encore les formules (26j , ce qui nous conduira 4 l’équation générale : 

0 = [cos.«S{yZ — *Y)-f cds.gl(a3t-xZ)+«os. ï Çxï — yX:]sto.t 
— [X'Xx + Yy + Zx + I Rr,){ 1 — cos. i) 

+ [x cos. * + y cos. 3 -f- x cos. y] [X cos.» -f- Y cqsJ + Z cos.y]( 1 — cos.i} J (28) 

+ —[(* — x'xos.» -f- (y — y')Cos.?+ (a — s )cos.yJ’(I — eos.i) 

. dans laquelle les angles », ?, y et i seront complètement indéterminés; puis de cette indétcrrol- 
. nation, il nous sera facile de conclure que les- forces X, Y, Z et R devront satisfaire 4 plusieurs 
relations distinctes. • 

il' abord la partie de la formule '28) qui se trouvera multipliée par sin. i , devra être nulle 
séparément, et quand on fera varier en outre les angles «,(i, y, on rctroavera les relations 
connues de l'équilibre de rotation entre les seules forces extérieures 

■ . 1 0 = Z(yZ-,T) 

.'*.■• o = z(iX— xz) . . 

0 = S(xY -yX). • • 

, , Pots dans la partie restante , on pourra supprimer le facteur 1 — cos.i , et comme après celle é 


'r 

. • t-, . 


V . 


■ •> 


t ■ 
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suppression il restera une partie qui ne renfermera pas les angles il faudra que cette 
partie soit nulle séparément, ce qui nous ramènerai la formule connue 

0 = I (X* -fTjf 4 Za) + IRr 

qui pourra elle-même être envisagée de manière à renfermer la science entière de la statique , 
ainsi que nous l’avons fait voir. 

U noos restera enfin les deux parties 

-, - * ’ ' * ** 

cos.*» IXz -f eos.'jWïy -f cos.’q ZZi -f cos.? cos. Y I(Ys 4 Ey) 4 
4 cos.f cos.al.Zx 4 Xi) + cos.» cos. p £(Xy 4 Vx), 

cos.»» S - 4 cos.*yi 4 coi.’f S 4 2 cos.? 00 s. Y ï Rlÿ ~/j <t ~ 1 l 4 . 

41CO..Ï eot.«i 4 ic 0 s.ac 0 i.fts " 

qui se réduiront a une seule expression de la forme , > . •> .. 

A eo*.'« -J- B 605.’? 4C 00S.’T4 a cos.? cos . y 4 k cos.tj cos.» 4 c cos.» cos.? 
dans laquelle on devra avoir séparément : ' •; 

A = 0 , BntO , C = 0- 

0 = 0, A ** 0 , ts(. - 

les trois premières de ces six conditions nous feront retrouver, en effet , les relations conaoes :• 

0 = i\j 4 SR ‘ '• • ’ 

r . . . a . 

0 » xYy 4 ER -• 

0 * ZZy 4 LR fr - T *? ■ * 


r . • t , i*. 

* • . ’ A *v* 

* . * 


dont la simple addition reproduira la formule précédente 

, 0 = X(Xjt + Yy + ZiJ-f-ERr, 

• • 4 *_ r* . f. . ^ » .*,-»• • » , ' , 

puis les trois autres conditions nous donneront Jes relations nouvelles : 

0 = i(t« 4 zy> 4 u ^ 

0 = ?E* 4 Xs) 4 ?£ , [ ' , (29) 


0 = ï(Xy 4 Yx) 4 2ï 


R(s-*')(ï-V) 


: ^ •; -r 




v • * t •* ‘"4 k , , *-**• 

•* ; 

. r. / * .• «. * • 
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qui seront également vraies , puisque dans les formules générales 

0 «s £(XA* -f ÏAy -f Zii) + ïRâr 
rir — (ar— *')(** — Ar') + (* — iO(Ay — Ay) 4 - (* — *')< A* — As') 


l&S 


un sera toujours libre de taire 


ar = 0 
iy si 
As«=y 


Ai'arÔ , 


■et pareillement dans un autre ordre h l’égard des variables ( r, y,; ) , (V.y',*') , de manière k 
parvenir exactement aux mêmes résultats. 

Il suit de la qu’avec des chemins virtuels , qui dépendront de la parfaite invariabilité de figure 
d'on système, on retrouvera, non-seulement les six équations de la statique entre tes seules 
forces extérieures, mais encore d’autres relations plus ou moins utiles ou curieuses entre les 
forces extérieures et les forces intérieures correspondantes du système. 

lie ces autres relations , U y en aura quelques-unes qui , a leur tour , pourront reproduire la 
science entière de la statique , et cela de plusieurs manières. 

Les mêmes relations pourront être envisagées encore comme exprimant des théorèmes d’une 
signification très-claire et pins ou moins utile dans la théorie de la résistance des matériaux. 


Les formules (26) ou (25) de la relation d’un corps rigide ne nous permettront plus de rem- 
placer une rotation unique » autour d’un certain axe par des rotations partielles ou compo- 
santes autour d’autrék axes , de la manière qui ressortirait si naturellement des formules (23); 
mais quand l’angle ■ sera infiniment petit, nous pourrons ne conserver qu’un certain nombre de 
termes des développements en séries. 


sin. ici- 


: + 


1.2.3 ^ i.2.3.4.5 


1 — COS.i : 


1.2 1.2.S.Ü 


+ • • 


et alors au premier degré d’approximation , c’est-à-dire en ne conservant que ta première 
puissance de l'angle i, nous retrouverons les propriétés des formules (23). 

Au second degré d’approximation, nous aurions a faire 


, sin.i — i, 1 — co«.i = — 


1# 


• 1 • 
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et A ce degré-là, comme aux degrés suivants, la complication ne serait pas moindre qu'avec les 

formules rigoureuses. 

il en sera de même de la formule (28 qui . au premier degré d'approximation ne conservera 
que le ternie multiplié par sio. i. le «eut que noos donnaient les formates <2J‘, et qui, dès te 
second degré d'approximation, aura la même généralité que lorsqu’on y fera ügorer les va- 
leurs rigoureuses de sin. i et I — cos. i. 

Nous avons cru devoir entrer dans tous ces développements pour faire voir combien la 
théorie des vitesses virtuelles est vaste et .subtile, et combien t on attrait tort de dédaigner les 
principes élémentaires de la statique pour ne s’attacher qu’à la grande généralité des vitesses 
virtuelles , dans la solution de la plupart des problèmes , plutôt qu’aux trois équations géné- 
riques de la statique des corps flexibles qui devront avoir lieu en tous tes points x, y, i d'un 
torp< . et qui nous conduiront tout aussi facilement aux six équations 4e la slatiqne ordinaire 
qu'a la théorie de la résistance des matériaux , ainsi qu’à la théorie des vitesses virtuelles , «t à 
ions les résultats possibles de cuUetfaporic. i... jJ •- » > -■ -\<f. 

La initie des viivsses vir!u<di«» -no sa trait d'ailleurs être envis s gée qne de deux manière», 
OU connue uue, luetliudu de calcul, ou comme un principe. 

A ceux qui ti'y voienl qu i. ne méthode de. calcul ectiaUaudéc laborieusement a i aide de eer- 
taincs coui • niions, et a l aide des principes ordinaires de la statique, bous avons à déclarer 
qu’à ce |enl point de me nous u’e» forions pas grand cas dans les applications pratiques * y 

A ceux qui voudront ; voir un principe, nous demanderons use démonstration directe 
comme ci lle de Lagrange ou comme celle de notre axiome funiculaire . el quand Ha noa» don- 
neront une icltr démonstration , nous nous garderons eoeore d’en faire une méthode uuiver- 
sc Ile de cnli ni; nous nous bornerons 4 en tirer le théorème fondamental du parallélogramme 
des forces, et les conditions de l’équilibre d'un petit nombre de cas particuliers, puis le 
théorème st fécond de l’équilibre de deux forces seulement dans une machine , ainsi que nous 
noos en sommes expliqués dans la statique des corps rigides; théorème que , du reste, on 
rencontrera toujours en dynamique par la discussion de l'équation des forces rives. 

Hormis re» applications très-générales et très-simples du principe des vitesses virtuelles, 
itou» n' attacherons d'importance qu'aux règles ordinaires de la sialique des corps rigides avec 
la théorie des couplés , et aux trois équations fondamentales de la statique des corps flexibles 


°= x + ïr £ 

, t + aj 

dr 

0 = Z+ LR^ 




que l'on pourra ttTcr à volonté , ou du théorème du parallélogramme des forces, ou de notre 
axiome funiculaire. 

Tpi est noire dernier met sur cette fameuse théorie des vitesses virtuelles , dont on a tant usé , 
et quelquefois abusé. 

" , »... 

. . " , . ■ t 
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SECTION II. 


DE LA DYNAMIQUE fi’CN SEUL POINT M VTÉJUF.L. 


I 


\ 


....... . ■_ <>, 

f . La dynamique esl la science complète des forces, dos masses et des vi- 
tesses des corps. • 

2. Le mot force rte devant plus servir à désigner une cause quelconque 
de mouvement) mais bien cette cause particulière, ou plutôt cet effet parti- 
culier d’une cause quelconque, qu’on nomme une pression ou une traction, 
et que nous apprécions avec un si haut degré de clarté dans un fil tondu, 
supposé dépourvu de sa qualité matière ou masse, le problème fondamen- 
tal de la dynamique se présentera avec une grande apparence de simplicité. 

Nous n’aurons qu’à nous représenter un point matériel attaché à l’nne 
des extrémités d'un fif, pondant que nous ferons mouvoir l'autre extrémité 
du fil comine nous voudrons. Alors il est clair qu’en produisant de l’allen- ’» 
gement dans le fil, nous y ferons naître de la force, et qu’au moyen de cette 
force le mouvement du point matériel pourra être modifié d’une multitude 
de manières. ... . • . * \ .«» 

5. Quand le fil se trouvera à l'état flottant, ou môme a l’état rectiligne 
mais sans allongement, il n’v aura pas de force en jeu, et le point matériel 
sp mouvra de la manière qui lui sera propre, ou bien de la manière qui lui; 
sera imposée par des causes quelconques non matériellement apparentes. 1 
Ces causes feront alors du mouvement et ne feront pas de force. 

4. Quand le fil se trouvera obligatoirement allongé, il y naîtra de la force. 
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et cotte force fora changer lo mouvement du point materiel ; mais le chan- 
gement de mouvement se ferait instantanément, avec une rapidité égale à celle 
de !" allongement du fil de manière à empêcher cet allongement, et par suite, à 
empêcher la naissauce de la force, si le point matériel, en raison de sa masse et 
en raison du changement de mouvement gu'il subira en effet, n avait pas la pro- 
• priété de faire une force résistante égale et contraire h celte du fil. ^ 

Donc, alors, les causes qui agiront sur le point mutériel feront à la 
fois du mouvement el de la force, mais lo mouvement sera différent de ce- 
lui qui aurait lieu en l'absence de la force, et, par conséquent, il y aura 
' deux effets simultanés, savoir, d’une part, l’allongement du fil et la force 
qui en dépendra d’après la seule nature du fil ; «l’autre part, le changement 
de mouvement qui dépendra de la force, ou plutôt le changement de mou- 
vement au moyen duquel la masse du point matériel servira à faire une force 
résistante égale et contraire à celle du fil. 

6. Si nous convenons d’appliquer la dénomination usitée de force d'iner- 
tie à celte action résistante d’un point matériel sur un fil, sans laquelle il ne 
pourrait plus y avoir d’allongement, ni par conséquent de force «lans le fil, 
il sera bien évident que la règle fondamentale de la dynamique deviendra 
une question de pure statique, ou d’équilibre entre les forces d’inertie des 
différentes parcelles de matière d’un corps et toutes les autres forces du 
corps. 

Mais il faudra que nous résolvions le problème qui aura pour objet de *• 
faire trouver la direction et l’intensité de la force d" inertie d’un point matériel 
en fonction de la masse du point, et en fonction de tel changement de mouve- 
ment que nous voudrons supposer. 

7. Quand il nous plaira dé supposer un changement de mouvement qui 
réduira exceptionnellement à zéro la vitesse modifiée ou résultante, nous 
pourrons dire que les causes de mouvement du point matériel no serviront 
qu’à faire de la force sur le fil, et quand, en outre, la direction ainsi que 
l'allongement du fil resteront exactement les unîmes, nous aurons le cas par- 
ticulier d’un fil à plomb mis dans un état de parfaite immobilité à la surface 
de la terre. 

•8. L’expérience nous apprend, eu effet, qu’un fil à plomb peut ainsi être 


*» 
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tenu indéfiniment à l’état de repos, et qu’alors il y a de la force dans le fil ; 
de cette force que nous pouvons apprécier à l’aide de nos organes, cl que 
nous pouvons mesurer encore dans son intensité, par le changement de 
figure de quelque disposition élastique dans le mode de suspension du 
système. 

La force agira dans la direction du fil avec une égale intensité à chacune 
des deux extrémités sur les choses quelconques adjacentes, et par consé- 
quent elle agira à l’une des extrémités sur le point matériel qui s’y 
trouvera. 

L’intensité de la force ne dépendra que de l’allongement et de la nature 
du fil, mais l’allongement serait nul, et il n’y aurait plus de force dans le 
fil, si le point matériel n’avait pas la propriété de faire une force résistante 
égale ctconlraire à celle du fil, c’est-à-dire, une force d’ineçtic capable d’être 
en équilibre avec la force d’allongement du fil.. 

9. C’était précisément cette* valeur particulière de la force d’inertie d’un 
point matériel à la surface de la terre, que dans les applications de (a statique 
proprement dite aux seuls corps en repos, nous nommions la force de pe- 
santeur ou le poids du point matériel, et qu’alors nous avions à déterminer 
expérimentalement, à l’aide des propriétés élastiques de ccrlaius corps, 
comme aussi à l’aide des conditions d’équilibre de la balance, sans nous 
Occuper ni de la masse du point matériel, ni de la nature du mouvement 
qui aurait eu lieu, si le point de suspension du fil à plomb était venu à 
manquer. 


40. Actuellement, au contraire, nous devrons porter toute notre attention 
sur la masse d’un point matériel, supposé attaché à l'extrémité d’un fil, 
et sur le changement de mouvement que la force du fil servira à accomplir, 
ou bien sur le mouvement qui viendra à naître quand le fil sera coupé, 
parce que ce dernier mouvement, pris en sens contraire, représentera tou- 
jours le premier Ou le changement en question, et que la force du fil devra 
être dans une certaine relation avec ce changement, ainsi qu’avec la masse 
du point. 

k 44» Ce ne sera, à la vérité, que la force d’inertie du point matériel, qui 
sera dans une relation nécessaire avec la masse et avec le changement de 
mouvement du point, mais comme une telle force d’inertie devra être tou- 
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jours égale et contraire à la force d allongement du fil, il csl clair que les 
deux manières de voir seront parfaitement équivalentes, des l'instant qu'on 
n’oubliera pas ce principe foudamentul qu’ce pure sialique il ne devra tire • 
question que de la force d allongement du fil, et qu’en pure dynamique il ne de- ’ 
rra être question que de la force d inertie du point matériel. 

12. Ces doux forces seront toujours égales et contraires dans la direction 
du fil, et, par conséquent, la connaissance de l’une entraînera la connais- 
sance de l’autre; mais ni l’une ni l’autre ne seront des causes primitives de 
mouvement, ni même des causes de changement de mouvement, ainsi qu’on 

le dit ordinairement. . 

Ce ne seront véritablement que des effets; mais des effets simultanés * 
d’une cause commune; car l’une des forces ne pourra avoir lieu sans l’au- 
tre, et quoique la force d’allongement du fil ne dépende directement que . • 
de la quantité d’allongement et de la nature du fil, il est bien clair cepen- 
dant que la quantité d'allongemont qui se trouvera actuellement dans un 
fil, ne sera qu’un effet complexe des causes quelconques qui auront dû agir an- 
térieurement an t deux extrémités du fil, tandis que la force d’inertie sera un 
effet complexe de la masse et de la grandeur actuelle du changement de mouve- 
ment du point matériel. ■ . ' ; 

13. Ainsi, le but de la dynamique ne sera pas d’établir une relation entre 
une cause quelconque et son effet, mais une rclalion entre deux effets si- 
multanés d’une cause quelconque, outre deux effets correspondants dont 
l’un ne pourra avoir lieu sans l’autre, de telle sorte que la commune rela- 
tion de ces deux effets acquerra la même signification que si l'un des effets à 
volonté était la cause de l’autre. 

• •* ‘ K . V* . 

14. Doue, au poiut de vue purement abstrait des choses, il sera parfai- 
tement indifférent de regarder la force d’un fil sur un point matériel, comme 
la cause du changement de mouvement du point matériel, ou réciproque- 
ment de regarder le changement de mouvement du point materiel, comme 
la cause de la force du point matériel sur le fil. 

13. Mais au point de vue physique et expérimental des choses, il y aura 
une distinction capitale à faire en ce que la force F d’un fil pourra seule être 
regardée comme une quantité élémentaire et directement mesurable per 
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l'allongement du fil, tandis que l'idée du changement de mouvement ne 
saurait nous conduire qu'au produit delà masse m d’un point materiel, par 
une certaine longueur ou vitesse f qui servira h représenter le changement 
de momement du point matériel, et parce qu'il n’y aura véritablement pas 
d'autre moyen en mécanique de connaître la masse /« d’un crtrps, que celui 
qui résultera de l’équation de principe même que nous rencontrerons tout 
à l’heure sous la forme 

’ *• » *T» _ . . A ■/ 

F = m/ v ' »• . 4 





\’r 


en égalant l'intensité statique ou dynamométrique F de la force d'un lil sur 
un point matériel, ù lu force égale et contraire, ou à iu force (rineitie mj du 
point matériel sur le fil. . 

À ce |K)int île vue, donc, une science mécanique non Spéculative* mais 
réelle, ne saurait être fondée que do la manière que nous avons employée 
jusqu’ici et que nous allons développer jusqu'au bout. 

16. Le problème qu’il nous faudra résoudre aura pour jjbjcl de faire 
trouver la relation d’uno force avec le changement de mouvement corres- 
pondant et avec la masse du point matériel, ou bien la relation d’une force 
avec l’ctrct géométriquement évident de celte force ainsi qu’avec la masse 

du point, et celte relation quo nous devrons établir généralement pour uu 
fil à plomb, dont le point de suspension sera transporté obligatoirement 
comme on voudra, fera la seule et (inique difficulté de la scieucede la dy- 
namique. ? 

17. Pour lever une telle difficulté ou 
pour résoudre le problème dont il est 
question, nous représenterons par MS 
la trajectoire d’un point matériel sup- 
posé attaché à l’extrémité d’un fil dont 
l’autre extrémité se mouvra obligatoi- 
rement comme on voudra. 

Si nous considérons le mobile dans 
deux positions très-voisines M, m aux 
instants i et t +-«, le long de la courbe 
MS, il suffira qu'il y ait une parfaite continuité dans le mouvement pour 
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que les projections de l’arc M» sur les axes rectangulaires des x, y, z puis- 
’ sent être représentées par les formules connues 


dx 
-, o . 

d'x 

9’ 

d'x 

9’ 


* 

* di‘ 

1.2 

+ di’ 

1.2.3 

T 

d _ï 6 . 


8’ 

, d Jt 

9’ 


di ® 

+ di' 

1.2 

+ di' 

1.2.3 


dx . d'x 

Tt B + 7P 

6 

12 

dx 

+ tfïï 

8‘ 

1.2.3 

-+■ 


Ges formules expriment qu’à l’instant < 4 - B, le mobile se trouvera à l’ex- 
trémité d’un contour polygonal formé, à partir de la position initiale M, 

. • avec des côtés égaux aux produits 




et parallèles aux droites 

v i 9’ 9i’ 9i 

dont les longueurs et les directions dépendront des relations 
dx dx dx 

»C08.j* = — , çCOS.X=— , tp,COS.},= —, , . . . 

« dÿ d’ÿ d h 

»COS.p = -^, < f COS. / x=^, ? ,C08. F = ^r, . . , 


V COS. y “ — , COS.v= ^ , ç, C'08.11 = —, , 


Le premier côté du contour jwlygomil r9 tombera en MM’ sur la tangente ! ' 

' • ^ ô* ^ ’ ' • » ' 

à la courbe MS; le deuxième côté ^ passèra par le jtoiiU M’ dans la di- > . 

; ■ rection des angles X, p, », et ainsi de suite indéfiniment. . 

- 18. Gela posé, imaginons qu’à l’instant l où le mobile se trouvera en M, ». 
le fil MF vienne à être coupé et que, par suite de l’anéantissement de la force 


• * ; » *’ 
» * *. •s 
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F du fil, le point matériel, on se mouvant de la manière qui lui sera propre, 
ou bien de la manière qui lui sera imposée par des causes quelconques non 
matériellement apparentes, se trouve à l’instant t-f-9 en un point m de quel- 
que autre trajectoire MS’. 

\lors les projections de l'arc Mm' seront 

dx' d'x 9’ d’x' 9‘ 

. di 9 + dr 1.2 <h‘ i.î.:i + * 

d£ dV 9’ d'y' 0 

dt * 5F 1.2 dl’ 1.2.3 

dz. dV jp dV 9 1 

dl 1 ‘ dt ’ 1.2 dl’ 1.2.3 + 

et pour celles de la ligne mm, en allant du point m' vers le point m. on trou- 
vera les différences : 

idx dxV /d’x dVX 6’ /d’x d'x\ fl’ 

\dl dl) + \dl' dt' ) 1.2 \dl J dt' ) 1.2.3 

fia. _ ( !l\ + (ti _ il , (ü.- JL +• 

\ dl dl j \dl 1 dl’ / 1.2 ' \t/l’ dT/ 1.2.3^ 

+ 9* /d’» d-i’\ 6* 

V.di dl,/ ^ \di : di'/i.2 \d«' d«‘/ 1.2.3 

Or la ligne mm représentera le changement de mouvement que la force 
F du fil servait à accomplir, et par conséquent la force F devra être dans 
une certaine relation déterminée avec la direction comme avec la longueur 
de la ligne mm, ainsi qu'avec la masse du point, à la condition toutefois 
que le temps s devra être pris assez petit pour que l'arc m'm de la courbe 
que représenteront généralement ces formules à l'égard du point m comme 
origine mobile, devienne sensiblement droit, et pour que la direction de 
cette droite puisse être déterminée avec une entière précision; cela se réduira 
évidemment à ne conserver que les premiers termes des séries qui repré- 
senteront les projections de l'are m'm sur les axes rectangulaires des x, y, z. r 
Mais il y a à faire remarquer que dans ces séries on aura toujours : 

dx' dx dij' dij -dx dz 

dt dl '■ dl dl ' dl dl 

30 
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parce que l'expérience nous apprenti que la vitesse d’un point matériel ne 
saurait changer brusquement par lu tait de la disparition, comme aussi par 
celui de la réapparition brusque de la force d’un fil. 


1<). || ne serait même pas nécessaire d’en référer h l’expérience S ce su- 
jet, car du moment où l 'action d'une force sera conçue comme nne quantité 
durable et continue, il est clair que l’hypothèse d’un changement brusque 
tic vitesse à l instant où la force F d’un (il commencera à agir sur un^ point 
matériel, nous amènerait à concevoir tics changements brusques de vitesse 
a tous les instants successifs aussi rapprochés que nous voudrions les ima- 
giner, pendant la durée de la force le long delà trajectoire MS, de manière 
a nous faire trouver une vitesse résultante infiniment grande le long de cette 
trajectoire au bout d'un temps fini, ce qui est absurde. 

Donc les projections de lu longueur mm se simplifieront, et les premier? 
termes des trois séries restantes seront 



20. Ou bien l’on pourra dire que les vitesses communes 


dx dx ' dtj dy dz dz' 

~di dt *" dl dl * dl dl ’ 


an point H des dbox trajectoires, éprouveront les accroissements infiniment 
petits 



d’x 
dl’ 1 


ïl 9 , ù. 

dl ’ dl * 




qnand on passera du point 5f, au point m, le long de la trajectoire MS, et les 
accroissements correspondants 




dV- 

di' 
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quand on passera du point M au point m le long de la trajectoire MS'; 
qu’ainsi la force de traction F du lil sur le point matériel, le long de la tra- 
jectoire MS, servira à produire les accroissements de vitesses infiniment 
petits 



à l’égard des vitesses finies et infiniment petites qui auraient lieu à chaque 
instant, en l’absence de la force F, le long de la trajectoire mS'. 

i 

2t. Ou bien, enfin, l’on pourra dire que la brusque apparition de la force 
de traction F du fil produira les changements brusques 

tT x d‘x‘ ~ \ . - . - • 

dë ~~dê . ... ’f • 


d’y d’y' *,» . 

dë~~dê 

(Fs __ £*' • 

de de . 

* 

dans les dérivées secondes des coordonnées du point mobile, le long de la 
trajectoire MS' que ce mobile suivrait en l’absence de la force de traction F' * 
du fil. 


22. De toute manière, ce sera l expérience seule qui pourra nous faire 
connaître ce que devront être les dérivées secondes 


d’x d'y rfV 

de ' de ’ de 


* 


4 


dans le mouvement d’un point matériel entièrement libre en apparence le 
long de la trajectoire MS'. 

# • • 
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Supposons donc que l’expérience nous ait fait trouver 


rfv rfy , rfv 

j.» — a > ffa- " » jT>‘ — 


rfi 


rfi’ 


et par suite : 


tfx da dif db d’i' de 

rfl* dt ’ dt dt ’ dt' dt 


les quantités a, b, c pouvant être telles fonctions que l’on \oudra du temps, 
ainsi que des coordonnées jr, y, z, et des vitesses 

dx dy dt 
di ’ rfl ’ rft‘ 


23. Alors en désignant par f la diagonale du parallélogramme que l’on 
pourra former sur les longueurs qui représenteront les accroissements 
brusques des dérivées secondes des coordonnées du mobile, on aura, pour 
déterminer à la fois la longueur de la droite f et les angles a, fi, -/ de la 
droite f avec les axes rectangulaires des x, y, s, les trois équations : 

, rf’x 

de 
d’u 

fcos.fi — — b 

f d ’* 

/ COS. y = — , — C 

et ce sera dans lu direction des angles «,JÎ, y de ces équations qu’il faudra 
porter soit la longueur finie 

/ 

qui représentera le changement résultant des dérivées secondes des coor- 
données du mobile, soit la longueur infiniment petite du premier ordre 

JO 


* 

•r 
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qui représentera le changement résultant de la vitesse <lu mobile, soit enfin 
la longueur infiniment petite du deuxième ordre 


' i.* 

qui représentera le changement résultant du mouvement du point matériel 
dans la direction initiale de la ligne m m de la figure. 

21. On ne pourra donc se refuser d’admettre que la force de traction F> 
du fil dépendra principalement de la grandeur et de la direction de la lon- 
gueur/’ des formules que nous venons de trouver, ainsi que de la masse m 
du point matériel, et qu’il ne saurait y avoir de force dans le fil si l’on 
avait, soit 

/= 0 , 

sort 

m — 0. 


% 

v 


Le principe de la dynamique que nous cherchons à découvrir se réduira, 
en effet , à ce qui suit : 

T !m direction de la force sera celle de la longueur f des formules dont il est 
question. 

2* U intensité de la force sera égale an produit de la longueur f par la masse 
m du point matériel. « 

Mais ce principe sera-t-il une pure hypothèse, ou un fait d’expérience, 
ou une vérité mathématiquement évidente; voilà ce qui n’a pas encore été 
complètement éclairci dans la science de la mécanique , et ce que nous 
allons tâcher de mettre dans un nouveau jour. 

2'i. Que l'intensité de la force doive augmenter proportionnellement à 
la masse ou proportionnellement au nombre des points matériels parfaite- • 
ment équivalents, que l’on pourra attacher à la fois à l’extrémité d’un fil, 
cela est tellement évident ou tellement nécessaire d’après la seule idée que 
gous puissions avoir du mot masse, qu’on ne saurait y voir le plus minime 
sujet de doute. . 

26. Ce qui regarde la direction de la force dans le aens de la longueur /, 


t 

A 
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n’est pnst aussi clair de soi-même , mais on nous permettra peut-être de 
regarder comme évident que le plus ou moins de masse, qui fait naître 
plus ou moins de force, ne fait rien à la direction de la force, et comme 
avec une masse nulle un point mobile ne saurait manquer de se mouvoir 
instantanément dans le sens d’un til préalablement allongé et dépourvu 
lui-même de sa qualité .matière ou masse, il s’ensuivra que toujours la 
direction delà force devra être celle de la longueur / de nos formules. 

27. Il serait préférable, néanmoins, de ne pas être obligé de faire éva- 
nouir la grandeur de la masse dans le cours du raisonnement , et pour j 
parvenir, nous décomposerons le mouvement du point matériel le long de 
la trajectoire MS en deu\ ou trois autres, l’un dans la direction du fil, 
l’autre dans une ou dans deux directions perpendiculaires. 

Mors nous concevrons parfaitement que dans la direction du til il pourra 
y avoir une cause de changement de mouvement, et que même cette cause 
deviendrait uue absolue nécessité, s’il nous plaisait de supposer un til 
inextensible, dont le point de suspension se mouvrait obligatoirement 
comme on voudrait. 

Il nous sera donc toujours loisible de produire tel changement de mo Li- 
se ment que nous voudrons dans la direction d'un fil ; mais dans une direc- 
tion perpendiculaire, le til supposé dépourvu de sa qualité matière ou masse 
no sera-t-il pas absolument indifférent à participer à telle vitesse finie ou 
infiniment petite que Ion voudra imaginer, ut que le point matériel attaché 
au fil prendra ou de lui-même, ou en vertu d'autres causes quelconques non 
eu rap|»orl avec la force du fil? 

Oii a vu, d’antre part, que le mouvement d’un point matériel est uue. 
chose tellement persistaute, que la force la plus intense d’un fil élastique 
no saurait faire changer la vitesse qui aurait lieu eu ! absence de la force 
que d’une quantité infiniment petite, pendant un intervalle de temps infi- 
niment rourt. 

* • 

l.c changement de la vitesse sera donc infiniment petit dans la direction 

du fil, c’est-à-dire dans la direction d’une force aussi intense que l'on vou- 
dra , et par conséquent on ne comprendra pas ce qui pourrait faire changer 
le mouvement dans une direction perpendiculaire au fil, où il n’y aura 
aucune force ni cause obligatoire qui puisse être attribuée à la présence 
du fil. 



! Digitized by Google 


« * 


SBCdON DK XIËHE. — DÏX.VVIIQIJB. 


!59 


Ainsi, lu mouvement. latéral du point materiel du ns une direction per- 
pendiculaire au Ül ne dora pu; changer, et par suite, la direction iïn la 
loiLii L devra être celle de la longueur /'des formules dont il a été question. 

ÎR.’ L'expérience , an surplus , 11 e nous laissera aucun doute k eel égard; 
il suffira <jue dans notre 'figure nous regardions le fil Ml’ comme étant celui 
d*wrt fil à plomb mis dans un état de parfaite immobilité à la surface de la 
terre, pour que la courbe MS devienne la trajectoire du point matériel 
dans l’espace, à raison du mouvement de translation et de rotation du glolie 
terrestre à l’égard de tels axes rectangulaires des x, y, z, pris en dehors du 
globe que l’on voudra, et pour que la courbe MS’ devienne celle du mou- 
vement correspondant du point matériel, clans le cas où le lil viendrait k 
être coupé à l’instant t, dans la position M du mobilu, c’est-à-dire, enfin, 
pour que la petite ligne mm devienne celle du mouvement apparent du point 
mutériel à la surface de la (erre, à partir de l'instant où la suspension du 
fil à plomb sera venue à manquer. 

Or, dans cette expérience, il a toujours été constaté que la direction mm,' 
tombait dans le prolongement du fil «F à quelque heure du joui - ou à 
quelque jour de l’année que l’on ait voulu s’en assurer. 

Nous regarderons donc comme bien établi que la direction delà force F 
d'un fil sur un point matériel sera toujours celle de la longueur f des 
formules 

d’x 

fc os.*= ^pr — a 


/cos. (3 


= d JL-b 

dï 


/COS.y = 


(Ci 

dC 




29. Nous regarderons encore comme évident qne la force F sera pro- 
portionnelle a la masse m du mobile , et que , par suite , on ne pourra avoir 
qu’une relation de la forme 

F = m/+(/,....) . .. , 

. • * * * * 

antre l’intensité statique ou dynamumétrique de la force F, et entre la 


• • * » 
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masse », ainsi que la longueur/' du changement de mouvement du point 
matériel; la fonction $ qui multipliera le produit mf pouvant dépendre en 
toute rigueur, au point de vue purement abstrait des choses, de ta longueur 
et de la direction de la droite/ - , du temps ainsi que de la position ot de ta 
vitesse du point mobile dans l'espace. .* • - * .. . . 

Sans rien préjuger à cet égard , il est clair qu’en désignant par X, \ , Z. les 
trois composantes de la force F , parallèlement aux axes rectangulaires des 
je, y, ï, on aura : 



Il restera donc à prouver encore que la fonction de ces trois formules 
devra être une constante, de telle sorte qu’en choisissant convenablement 
l’nnité de masse, on pourra faire • 


* = i 


F = mf. 


50. Cette troisième et dernière partie du principe de la dynamique n’est 
pas directement aussi évidente que les deux autres. 

Il nous sera permis seulement de dire que la fonction ne saurait dé- 
pendre de la position du mobile dans l’espace, parce que les propriétés de 
la matière devront être conçues comme étant partout les mêmes. 

Il nous sera permis encore d’invoquer l’expérience déjà citée d’un fil à 
plomb à la surface de la terre pour que l’hy potkèscdu mouvement de trans- 
lation et de rotation du globe daus l’espace nous amène à conclure, que la 
ibnetion <|/ ne saurait dépendre ni de la direction de la longueur f, ni du 
temps, ni de la vitesse du point mobile dans l’espace, d’autant plus que la 
vitesse serait une quantité absolument arbitraire, si nous ne préjugions rieu 
de Félat spécial de mouvement du système rigide auquel tiendraient !«■* 
axes rectangulaires des x, y, a, et que oette vitesse serait égale à iér.o, si dans 
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F expérience que nous invoquons les axes rectangulaires des as, y, s étaient 
fixement attachés au globe terrestre. 

Mais voilà tout ce que nous pourrons voir directement, tant par le rai- 
sonnement que par l'expérience d’un til à plomb supposé en repos à la sur- 
face de la terre; car en prenant pour la quantité ^ une fonction arbitraire 
déjà longueur/ 1 , nous aurons 

F = , • -■ 

et pour un autre fif à plomb mis aussi dans un état de parfaite immobilité a 
ta surface de la terre 

' ' F = ,„/*(/’); 

. V • «* . • , * 

puis de ce que l’expérience nous fera -trouver en un même lieu 

• • .. : * * 

/=/ = ? 

# * *. • .* 

nous conclurons de ces deux équations le même rapport 

• F m 

• . F' m' 

• m 

que celui que nous tirerions des équations usuelles 

• F = m$r 

- 1 ?' __ > 

r = mg. 

Ainsi, par l’expérience déjà citée d’un fil à plomb à la surface de la terre 
en un même lieu' nous ne saurions reconnaître si la quantité.^ variera ou 
ne variera pas avec la longueur f du changement de mouvement d’un point 
matériel. 

Pour qu’une telle vérification pût avoir lieu, il faudrait qu'avec un même 
fil à plomb, transporté en différents lieux du globe , l’expérience nous fh 
trouver des longueurs f et des forces statiques ou dynamométriqnes cor- 
respondantes F très-différentes les unes des autres. 

On a reconnu, il est vrai, que des pûtes à l’équateur, comme aussi «lu 

21 
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niveau de la mer aux sommets des montagnes et au fond des mines, les 

quantités F et /'vont toujours en diminuant, mais pas assez pour qu'on 
puisse se servir de pareilles déterminations expérimentales au point de vue 
de la vérification de la formule de principe 

V 

F = mf 

J ■ 

51. Pour reconnaître l’exactitude de cette formulé ou l’invariabilité de 

la quantité <)/, il nous faudra invoquer un autre principe, celui deT indé- 
pendance des e ff et * parlirts île plusieurs fortes simultanées X, Y, Z. •' . 

11 nous suffira, en effet, de regarder nos formules pour voir qu'une telle 
indépendance n’aurait pas lieu si la fonction «J, dépendait de la longueur 
résultante /"du changement de mouvement que produirait la résultante F 
des trois forces simultanées X,Y,Z. . 

Les mêmes formules nous feront voir aussi que du moment où la fonc- 
tion ij. ne renfermera pas la longueur résultante f du changement do mou- ' 
vement des trois forces simultanées X, Y, Z, chacune de ces trois forces ne 
dépendra plus que du changement partiel correspondant dans le sens de 
cette force, et que la même indépendance aura lieu pour des forces obli- 
quangles comme pour des forces perpendiculaires. 

La règle du parallélogramme des forces en statique se confondra alors 
avec celle du parallélogramme deç chemins ou des vitesses en.géométrie, 
ou, du moins, les deux figures. seront -toujours semblables, de manière à 
pouvoir être remplacées l’une par l’autre. 

52. Le principe de l’indépendance. des effets partiels de plusieurs forces 
simultanées n’est pas, à la vérité, directement évident, quand les forces 
sont obliquangles; mais quand il n’y anra que deux forces perpendiculaires, 
cm nous permettra, sans doute, de raisonner comme plhs haut, en disant 
qu'avec une force de traction F dans un fil, il nous sera toujours loisible de 
produire tel changement de mouvement que nous voudrons dans la direc- 
tion du fil, tandis que, dans une direction perpendiculaire, le fil supposé 
dépourvu de sa qualité matière ou masse, scia absolument indifférent à 
participer à telle vitesse finie ou infiniment petite que l’on voudra imaginer, 
et a laquelle le point matériel pourra obéir ou de lui-même, ou en vert» 
d’une cause quelconque, non en rapport avec la force du premier fil ; que, 
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par conséquent , le point matériel pourra être tiré par un deuxième fil dans 
une direction perpendiculaire au premier, et qu' alors on ne concevra pas 
ce qui pourrait empêcher l’un des 61s de venir à l'appel de l’autre, ni ce 
qui pourrait empêcher le point matériel d’obéir à l’une des tractions, • 
comme si l’autre n’agissait pas. 

53. De ce seul raisonnement, nous aurions à conclure qu’avec trois , 
forces perpendiculaires et simultanées X,Y, Z, ou ue saurait avoir que 

K==m (ÿ- a ) A • * .... 

Y = ’"(f- 6 ) B . 

Z = m (^-çjc . 

la fonction A ne devant dépendre que du changement partiel 

• » 

. * t t 

. d'x 

• .. .... , dt’ “ ...... 

dans le sens des x, et les fonctions B, C ne devant dépendre pareillement 
que des changements partiels correspondants dans les deux sens des y et 
des 3 . 

Or , les trois forces simultanées X,Y,Z équivaudront à leur résultante F, 
et d’autre part les trois changements partiels équivaudront à la longueur 
résultante f que l’on trouvera par les formules 

, d'x 

I cos. n — a 

f cos. (3 = — 6 

, d'x 

/c08 . y = __ c 

* m » # 

de telle sorte que la direction de la force résultante F ne pourra être celle 
de la longueur résultante f qu’autant qu’on aura 

As=B = C 
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Mais (fans en nouveau raisonnement, comme dans le précédent, o l’oc- 
casion de la fonction tji, rien ne prouve, à priori, au point do vue pure- 
ment abstrait des choses, que la commune valeur des quautités A,ll, C ne 
puisse dépendre encore en toute rigueur du temps et des coordonnées sr, y, 
ainsi que des vitesse* 

• dx dy dz 

dl ’ dl dl 

.* ’ * « ' 

L’expérience seule pourra nous faire exclure de telles suppositions, en 
nous apprenant que les propriétés de la matière devront être conçues 
comme étant les mêmes dans toutes les positions, et dans toutes les direc- 
tions de l’espace , et les mêmes encore avec toutes les vitesses apparontes de 
mouvement. 

» » ‘ • 

34. En résumé, ce sera le sentiment physique et expérimental des choses 
qui nous obligera de faire 

A = lt = C = •} = const. 

dans nos formules, et alors on choisissant convenablement l’unité de masse, 
nous aurons 

T. * . 


F — mf 



c’est-à-dire M|ue la force d’inertie d’un point matériel sera dirigée en sens 
contraire de la longueur f des formules 


H 


/ COS. « — 


d‘x 
di ’ ' 


/cos . 7 = £~ 



/ 
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av«*e une intensité égale au produit <le la longueur / par la niasse du point. 

Mais on voit que ce ne aéra pas une de ces vérités élémentaires que l’on 
puisse admettre en guise d’axiome dès le début de la scieuce. 

Ce ne seca pas non plus une vérité purement abstraite, ni purement 
oxpéri mentale; il s’y trouvera beaucoup de l une et beaucoup de l’autre, el 
les applications ultérieures de la science qui en dépendra devront en vérifier 
la parfaite justesse. 

55. * Ainsi , l’idée «le l’indestructibilité de la masse d’un corps , soit avec 
le temps, soit par des causes physiques ou chimiques , ne sera que du res- 
sort de l’expérience. 

56. L’application de la formule . 

11 - > - '-.Ht. 


F = roy- 


aux phénomènes de la pesanteur terrestro sous la forme usuelle 

- « v t < v v ,• « 

P=z mg >«***•» 


à l’égnnl des poids P des corps que l’on trouvera avec une si grande préci- 
sion à l’aide d’une balance; cette application., «lisons-nous, ne sera jamais 
une vérification du principe de la dynamique; ce ne sera que le procédé 
<‘X périme niai le plus simple, dont nous nous servirons habituellement |iour 
trouver la valeur numéri«|ue de la constante 




en un lieu donné, sans nous occuper de l'intensité absolue ou dynamomé- 
tri«jup de l’unité de poids en ce lieu. 

57. D’après celte formule, les masses ne seront proportionnelles aux poids 
«les corps que parce que l’expérience nous fera trouver la même longueur 
g pour toutes les parcelles de matière d’un corps, et la nutaie longueur «y 
encore pour toutes les espèces «le corps dans un espace entièrement vide; 
mais toujours nous aurons au point de vue purement statique de la mesure 
des forces 

9 I * 




p = ®v 
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la lettre V servant à désigner le volume du corps, et la lettre s la quantité 
de matière pondérable sous l’unité de volume. 

Par le moyen de celle formule statique, la formule dynamique nous don- 
nera ensuite 

■ • • • — 

et quand nous poserons . . • ‘ . ■ • . • • 


•» 



nous aurons 

. m = P Y 

" *’ * ' v *’ • » # v. * * i 

la lettre p servant à désigner la densité ou la masse du corps par unité de 

volume. 

56. Mais ces différentes relations ne seront , au fond , que les définitions 
des valeurs exjiérimen taies des quantités » et p , que l’on aura besoin de faire 
entrer dans les formules de la dynamique en un lieu donné du globe 
( comme aussi en un lieu quelconque quand on regardera le rapport des 
quantités w et g comme constant) , et ces relations n’apprendront rien sur 
l’exactitude ou l’inexactitude de la formule de principe 

F = m/=P^ 

. * . • ^ " V J .01 ;*• 

tant qu’on ne vérifiera pas pour d’autres cas, avec des longueurs f et g très- 
inégales , la proportionnalité 

S .. F _'/ 

p — ÿ 

39. Sauf une telle vérification, nous aurons, pour la théorie générale 
du mouvement d'un point matériel de masse m à la surface de la terre, les 


• b . 
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trois équations 



dont la discussion sera bien facile. 
40. Quand nous y ferons à la fois 


1 87 




nous trouverons 


X = o , Y = o , Z = o 



£y_ 

di‘ ~ 
<fx_ 
dt’~ 


b 

e 


• 

pour le mouvement d’un point matériel entièrement libre, et l'expérience 
seule pourra nous apprendre ce que devront être les longueurs a, b,c. 

Or , l’expérience nous apprend à ce sujet qu’avec des axes fixement atla» 
chés au globe , celui des z étant pris de haut en bas dans la direction de fa 
verticale, c’est-à-dire dans la direction d’un fil à plomb mis à l’état de 
repos , on a en chaque lieu de la terre pour toutes les espèces de matière et 
pour toutes les vitesses 


<1 = 0 
b = e 

c = const.ÿ, 

ce qui entraînera une trajectoire de forme parabolique dont nous ne déve- 
lopperons pas ici les équations. 
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il . Dans un autre lieu, et a l'égard d’une autre verticale , on aura 

¥ 

a = o 
b — 0 

c — const. g' ; 

mais du moment où cette autre verticale ne sera pas parallèle à la première, 
il est clair qu’il y aura contradiction entre les deux systèmes de fornjides , 
et que chacun ne janirra être sensiblement vrai que dans une région très- 
'* . circonscrite autour de l’axe des z. 

42. Cette espèce de difficulté disparaîtra entièrement quand on n’exami- 
nera que le cas particulier de la chute verticale des corps pesants qui est 
exprimé par les formules 

* = o • 

y = 0 
d's 

— 9 


dï 
d% 

~=gt + c 

gt' i 

i = *- + ct + c 
.1 


On a trouvé qu’alôrs la longueur g diminue en toute rigueur avec la hau- 
teur comme avec la profondeur s, à partir du niveau de la mer, et qu elle 
augmente un peu avec la latitude, de l’équateur aux pôles. 

' 43. Quoi qu'il en soit, dans une région très-circonscrile à l’entour de 
l’origine, nous aurons généralement 

ifx 

y - m d 'y 

Y ~ m w 
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pour les composantes X, V, Z de la force F d’un fil , que nous devrons ein- . 
ployer pour faire mouvoir une masse m, d'après telles équations que l'on 
voudra nous donner 

" ’ • • : - * =/, (‘J 

v • - ' *=/,(«) - . • - - ' 

- ' »=/,(') 

. k * V 

14. Nous pourrons notamment y faire 

* / «• * . * - • • - . v - i m 

' J ‘ x = Q , y = 0 , * =0 ' . 

u . * - . * • * . , . 

afin d’avoir le ras particulier d'un fil à plomb mis dans un étal de parfaite 
immobilité à la surface de la terre. , ■ 


Nous trouverons alors 




X =o 
Y=o 

Z — — mg 


ce qui nous apprend que la force F du fil devra être dirigée dans le sens 
des z négatifs, c’est-à-dire de bas en haut, avec une intensité qui sera pré- 
cisément la quantité 

V - Passif v ;■ 

ou le poids de la masse m. - • 

, ' * „xf * .* . **• i • • , . * .. - , 

18. Nous pourrons supposer encore 


di 


i 


dx du 

< ■ — = const.. - == oonat., — = consl. 

di dt dl 

. . 

et nous retrouverons les mêmes équations 

1 ’ ’ k ■ : * "J V* 

, . X = o 

. v Y sa 0 . - t- 

• • ■ v ' * ■ t ■ ■ Z ss — mg 


c’eatrà-dire que la direction et l’intensité de la force F d’un fil, qui servira à 

"a 
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produire un pial dp mouvement rodSRgne nnÜForme, no différera pas dp ce 
qn’cfle sera à l’élat de repos du jMÙnl materiel, pourvu tontefius qùeTpx- 
périenoe nous apprenne que la longueur g ne variera pemnmbtmneitl nvee 
la vitesse du mouvement ; car non* verrous par la suite qu'à raison de k 
rotation du globe, cette longueur^ de» corps libres à la surface de la terre 
dépendra nécessairement de la vitesse du point materiel dont on vomira 
S* occuper. 

V. . " t •**'• .k 

40. Nous aurions à exposer maintenant la théorie du mouvement oscil- 
latoire d’un III à plomb, dont Je point ée suspension serait maintenu dans 
un état de parfaite immobilité à la surface de la terre, c’est-à-dire la théorie 
tin mouvement conique ou plan d’un pendule simple , et nous ponrrtojw 
nous proptiser de faire cette théorie au double point de vite d’un fit inex- 
tensible et d’un fi! extensible, mais nous ne nous y arrêterons pas , perde 
que nous n’avons d’autre but dans eut ouvrage que de suivre k filiation 
logique de tous les principes de la mécanique. 

47. Or, la théorie du mouvement <fun seul qvoint matériel est com- 
plète au moyen de ce qui précède , sans que nous ayons eu besoin d’invo- 
quer cède fameuse loi tf inertie au sujet de l’état de mouvement reetilrgnè 
uniforme d’un point matériel , qui n'est sollicité par aucune terre. 

Par quel artifice avons-nous réussi à nous passer de cette loi d'inertie, 
qui a été regardée comme indispensaldejusqu’à présent dans rétablissement 
de la mécanique? — Par l’attention que nous avons eue de remonter plus 
haut, en n'appliquant le mot force qu’à la traction d’un fij, et en acceptant 
comme état naturel de mouvement, sans 'l'intervention d’une force, celui 
d’une trajectoire quelconque MS' de notre figure, telle que cette trajectoire 
pourra nous être donnée par l’expérience dan» le mouvement d’un point 
matériel entièrement libre en apparence. 

Hans les phénomènes de la pesanteur terrestre., -cette trajectoire sera fa»uç 
jour- l’une des courbes paraboliques , dont nous avons parlé sans en déve- 
topper le- équations, et, s’il n’y avait que l'action de la pesanteur qui put 
Se manifester impalpableraent à nos organes, nous ne penserions sans 
doute pas à rien changer à cette manière &• voir, car nous pourrions nous 
représenter l'état (ht mouvement parabolique dos corps libres à la surface 
3e la terre, comme étant la manière d’être de toute espèce de matière 
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débarrassée d obstacles, et à oe point de vue il n’y aurait à chercher rien 
de plus. 

48. Mais l'expérience noua apprend qn’ il y a encore des causes électriques, 

magnétiques, etc., qui font mouvoir les corps tout aussi impulpaldemeut et 
mystérieusement que celle de la pesanteur. - >’ r •* - i -> - • 

Des lors nous concevons que L'état de mouvement naturel pourrait être 
tout autre que ce que nous le voyons être dans un cas donné, et nous tom- 
bons dans l’embarras de savoir s’il y aura plus de motifs pour employer 
comme état naturel de mou ventent celui de la trajectoire MS' de notre figure, 
ou bien celui de quelque autre courbe MS, qui aurait même tangente et 
même vitesse que la trajectoire MS à l’instant l , et qui pourrait être réalisée 
par d’aulros causes impalpables que celle de la trajectoire MS'. 

49. Or, il est clair qu’à ce point de vue nous.sferons parfaitement libres 
«le choisir telle courbe MS, que nous voudrons, et que cela se réduirà à 
décomposer arbitrairement les longueurs a, b, c de la courbe MS', de ma- 
nière à avoir 


0 = 0 , 
b -b, 
c = c. 


b' 


la longueur a„é„c, étant, sauf l’omission du facteur —, les projections de 

la longueur M a, de la trajectoire MS, sur les axes rectangulaires des®, y,*, 
et les longueurs a'„ b '„ «', étant les projections analogues de la longueur 
complémentaire»,»'. • v 

Alors nos formules du mouvement d'un point matériel pourront être 
mises sons la forme 


X. = X + 

Y. = Y + = 

Z. = Z + me', — c 


et pour que cette transformation &it une véritable utilité, pour qu elle ne 


» __ 
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soit pas une vainc complication , l'on se trouvera amené à faire 

— 0 , b,= o, c,=c • . 

c’est-à-dire à choisir l’état de mouvement rectiligne uniforme pour celui 
d'un point matériel qui ne sera sollicité par aucune force. 

’ U s'ensuivra ' 


'«',=»( b\ = b , c‘, = i 


et les nouvelles formules 


» r 

•I / - », 


Y Y 

X. = a -I- ma — m -tt 

di 

Y. = Y + tnb =s m 


Z, = 2 + 


d’* 
' dl’ 


s’interpréteront simplement en disant que les quantités 

ma , mb , me 


dev ront être comptées comme autant de forces mystérieuses , dont la réu- 
nion aux forces effectives X, Y, Z fera les forces totales X,, Y. , Z,, desquelles 
dépendra le mouvement d’un point matériel dans cette manière do. 

voir. •' . / •" * ** * • * •* • * • 

" • ’ , ,.•*.-*# y? 

SO. A la surface de la (erre, et avec le système d’axes déjà employé, 
nous aurons alors 

y _v_ d '* . 

• ^ m ^J J "*♦ 1 * 

Y — - Y — m ^ ^ •* * , 

Y. = Y_m^ 
d'» 


Kf 


Z,= Z-+- IH3=I7I ^ 
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fl quaud les forces effectives X, Y, Z seront nulles , il restera 

• ■ d'x , -• - 

d7 = ° 

‘ * d J.— 

. dl* ” ' . . 

ét 

;; V ' di ,=2g ' . • * ‘ ' , 

comme dans l’autre manière do voir. 

51. Quand nous ferons . . 

* = o, y~o , *s« 

nous trouverons 

X = o 

Ï 3S 0 

Z •+• mg = 9 

c’est-à-dire qne dans le cas d’un fil à plomb mis dans un état de parfaite 
immobilité, il devra y avoir équilibre entre la force F du fil elle poids 

» * 

P == mg 

de. la masse m, aussi comme dans l’autre manière de voir. 

52. Nous pourrons faire encore 

-, • ,• dx du th 

-j- = const., r= consl., — =: const. 

... dl rfl dl 

pour le cas d’une masse m transportée en ligne droite avec une vitesse 
constante, et nous retrouverons exactement le même résultat, à cela près 
que la longueur g pourra varier , et variera, en effet, dans l'entière rigueur 
des choses avec la vitesse du mouvement, ainsi que noua le démontrerons 

par la suite. i.-. 4 .. • . . . . ...» 
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’t 55. En résumé, cet autre système, qui a été le seul usité jusqu’à ce 
jour, ne différera du nôtre que par une transposition algébrique des quan- 
tités 

ma , ml) , me 


dans les formules du mouvement d’un point matériel, et par l’idée qui 
consistera à regarder ces quantités comme autant de forces mystérieuses, 
dont la réunion aux forces effectives X, V, Z fera les forces totales X, , Y, , Z, 
du système. 

Quand cette convention sera bien comprise, on aura les formules plu* • 
simples en apparence * 



ou bien les formules équivalentes 

* - d*x 

• . X-m— =o 

« s 

• S— 

z ^"3? =r0 


J. e 


qui exprimeront qu’il y a équilibre entre les forces X, Y, Z d’un ou plu- 
sieurs fds, et les forces d’inertie de la masse m, représentées à ce nouveau 
point de vue par les quantités 

'“i*' •' '• * ^ * é' • , • ’ ' ■ ■* V V oT * v» « . 


y- 4 i 


s j ..i- . 

a 

~ " rfé ’ 

• '* f. î 


tf*» 

“ ~ m dt r * 


rfX 




mais l'immense clarté que nous avons trouvée à l'autre point de vue par lu 
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considération des forces d’inertie do la matière aura disparu en très-grande 
partie, et il ne faudra choruher nulle pari ailleurs la cause des difficultés ou 
des vaines discussions que l'on a vues quelquefois s'élever à ce snjet dans la 
science de la mécanique. 

Mi. Nous avons à faire remarquer néanmoins, en faveur du système en 
question, que la pure convention qui lui servira de base n’aura jamais une • 
signification absolue, et qu'on sera toujours libre de faire une telle conven- 
tion par rapport à des axes rectangulaires des r,ÿ,zqui participeront h un 
mouvement quelconque de translation et de rotation dans l’espace ; qne de 
plus . mie telloconvention faite pour de certains axes se reproduira naturel- 
lement pour tous les autres , et nous conduira à des relations éminemment 
simples entre les forces correspondantes (X, Y, Z|, (X', V, Z'I d’un mémo état 
de mouvement à l’égard de deux systèmes d'axes, dont l un se mouv ra par 
rapporta l’autre, ainsi qu’on le verra par la suite dans la théorie des mou- 
vements relatifs, sans que jamais il faille connaître ni invoquer un état 
absolu de mouvement rectiligne uniforme dans l’espace. 

tiS. Avec ce caractère là, la convention dont il est question aura vrai- 
ment une raison d’étre en mécanique, et nous l’admettrons dans ce qui va 
suivre, tant par le motif que nous venons de faire entrevoir, que par le - 
désir de ne pas changer les formules les plus usitées. 

Nous nous servirons donc dos formules simplifiées 


► 




Vf.. fi « 


V _ 

X = . n _ 


4 * 




v - 

Z = m 


_,Jv 
~ m uc 

t fi 
d? 


f-T »l* «T.Wfi'S * 

net «h* \ t-jk 

*•/* -.*î '•■■fs. cet 

« Mv uj iy» ar» 

‘4 

dans la théorie du mouvement d’un point matériel sollicité parla résultante 
F des trois forces simultanée* X, Y, à , puis nous concevrons les équations . 
du mouvement sous la forme . . 

!/ = /,(*) [ ■’=/(*) 

-*=/.(*)■) * . - : 
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ce qui nous donnera 

i". 



% 

• * * 

y ••***■• . • 

dx 

dx 

di dx 

•» 

* - . 1 • 

* - .*'*•' . 

dt 

” d i 

dt * dt 

, • *• ‘ 

» • • i 



_ d J 

ds du 

— — M — - 

*: * 

* ' * 

*.* : - 

: * 

du 

dl dt 


' * *. •* 

, . t . a • , # 

dz 

dz 

dt dt 

• 

* ' ,c' 

.j» * s * v • - # "* » ; 

dl 

és 

di ~ V di' 


* . 'r . • 


A ‘ ' y ■ . ' -l 

b 1 nous ramonera au théorème connu, d'après lequel les vitesses partielle* 
ou composantes du point mobile dans la direction des axes rectangulaires . 
des x, y, z, se trouveront être les projections de la vitesse v qui aura lieu 
dans ta direction de la tangente à la courbe. 

36 En différentiant une seconde fois, nous misons 


V.» , •, 

d‘x dx d’t d’x /c 

dF~di di’ + dt 

l,\‘ dx de , ttx 



ii) dt dl * dt 

• * •• K ' •* 


d’y dtj d’t d’y (d 

, W — dt iu’ + dT (d 

A’_dy dv d'y 

tj~~dtdi dt’ 



d’z _ di d’t d’i /o 

dl’ ~ dt dl' + dt" \ï 

!*V_ di dv £* 

II) dt dl dt 

__ m 

* V* 


et quand nous désignerons par 

«,p,y les angles de la tangente à la courbe dans le sens de la .vitesse i> 
avec les axes rectangulaires des x,y,z, 
r le rayon de courbure considéré comme essentiellement positif, 
a, b,c les angles que lè rayon r, mené de la circonférence vers le centre, . 
fera avec les axes rectangulaires des x,y,z, 

ces formules se réduiront à 

' «f*‘ de *’ 

C —y ÏSS — COS. « H CQS.fl 

(il dl r 

■ * ' <fy de „ »’ 

— 7=3 — COS.fi -t- — CO8.0 

di dt r r 
d'i ~ dt • t>’ 

¥ = * cos ’' + 7 c< *' e 


• t 
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par conséquent les formules du mouvement deviendront : 


H» v 

X = m cos. a 4- vi— cos. a 

ai r 

dt t t»’ 

Y 2=5 m cos. 6 4 - m— cos. b * 

dt r 


dv 


i ■ , 


Z = m-r oos. v -f- m— cos.c, 
dl * t 


in 


et par là, nous apprendrons qne la force résultante F, qui servira à faire 
décrire à un point matériel une courbe quelconque , équivaudra toujour s à 
deux forces perpendiculaires, dont l'une 


T — m 


dv 

Tl 


agira dans la direction et dans le sens de la vitesse v, tandis que l'autre 


N== m — 


agira dans la direction du rayon de courbure de la circonférence vers le 
contre. 

î>7. La première T sera celle qu’on nomme la force tangenlielle du mou-, 
veinent, et l’autre N sera la force centripète-, puis quand nous mettrons les 
deux équations sous la forme : , 

• •• f . * T T . * 

..i . dl ’ 

v' • .... 

N — m — = 0, 

î- r e » 

afin de leur faire signifier un étatd’équilibre entre chacune des forces T, N 
de deux fils sur le point matériel, et les forces égales et contraires du point 
matériel sur les fils,c’egt-à-direun état d’équilibre entre chacune des forces 
T, N des deux (Ils sur le point matériel, et les forces d’inertie correspon- 

. . .j* 
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dantes du point matériel sur ies fils , nous serons amenés à dire que la tort* 
d’inertie tangentielle regardée comme positive dans le sens de la vitesse v 
se trouvera représentée par le terme » 


dv 

ni — : 
. dl 


d’s 

‘dl’ 


tandis que l'autre force d’inertie , dans la direction du rayon de courbure r 
se trouvera représentée par le terme essentiellement négatif 


v 

■ m — 
r 


en allant de la circonférence vers le centre, ou, ce qui est plus simple, par 
lo terme essentiellement positif 


+ m 


en allant du contre vers la circonférence. 

Nous aurons à dire, enfin, que dans cette dernière acception, la force 


v 
m — 
r 


égale et contraire à la force N du fil correspondant, se nomme la force 
centrifuge du point matériel, et que, par le moyen de ces définitions, il y 
aura toujours égalité ou équilibre entre la force centripète d’un fil sur un 
point matériel , et la force centrifuge correspondante du point matériel sur 
le fil; de mémo qu’il y aura toujours égalité ou équilibre entre la force tan- 
gentielle d’un fil sur un point matériel, et la force d’inertie tangentielle 
correspondante Ju point matériel sur le fil ; bien entendu que l’on né rai- 
sonnera que sur un point matériel, .qui de lui-méme se mouvrait en ligne 
droite avec une vitesse constante, et que, dans le eas où il en sérail autre- 
ment, la résultante m ® des trois quantités partielles > . * * v 

J w s * * i ,* • *- * * 

- . • nia , mb , me ‘v ; * 
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devrait être conçue comme n’étant que la force de traction d’un certain fil , 
non matériellemenfapparent. 

38. Ces considérations pouvant être appliquées au mouvement circulaire 
et horizontal d’un fil à plomb, qui se trouvera entraîné par la rotation d’un 
d isque autour de la verticale passant par le point de suspension du fil à plomb, 
et dont le poids se trouvera équilibré par la résistance du disque, san6 qu’il 
y ait de résistance au glissement de la masse m du fil à plomb sur le plan du 
disque , nous trouverons dans le cas d'une rotation uniforme 

x — fcrnt = coast. • . • « 

T = ü 

H =zm — = ix'nrm , . 

• r 

les lettres n,r, » servant à désigner le rapport de la circonférence au dia- 
mètre, le rayon ou la longueur du fil à plomb et le nombre de tours par 
seconde. • . 

On pourrait en même temps disposer les choses de manière à faire passer 
le fil sur une poulie de renvoi qui tournerait avec le disque, et au moyen 
de laquelle le fil pourrait être prolongé verticalement dans la direction de 
l'asc jusqu’au plateau d'une balance, où il viendrait s’attacher, par une 
disposition qui ne lui ôterait pas la liberté de tourner, afin que 1 on pût se 
servir à loisir d’uue telle balance pour mesurer , avec une grando précision, 
la force N du fil , ce qui permettrait ensuite de trouver expérimentalement 
la masse m du point mobile à l’aide de la formule 


, • i 

oi comme d’autre part on aura 


N 

’teVr 

_P 

~~ 9. 


il serait bien facile de cette manière de vérifier l égalité 
’ N P N 


te n r 


P 

9 


ou F : 


An w r 

9 
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ou simplement la relation 


N 

— - = consl . 
h r 


c’est-à-dire de vérifier expérimentalement la relation de principe 


• - — m — const. 

' • . * ' ‘ _ ' 

de laquelle dépendra toute la science de la dynamique. 

39. On pourra vérifier encore cette relation par l’expérience connue de 
la machine d’Atwood, dont nous ne rappellerons pas la théorie ici. 

60. Quand enfin le principe de la dynamique sera regardé comme exact, 
la théorie du pendule simple nous conduira à l’équation 


■“Vï 


entre la durée T d’uue excursion, la longueur l du pendule ou fil à plomb, 
éf l’accélération g des corps pesants à la surface de la terre, d'où il suit 

qu’on aura 




T 


b< qu’en observant le nombre N des oscillations d’un même pendule dans 
un temps connu en différents lieux du globe, on pourra, au moyen de cette 
relation , trouver avec une très-grande précision les plus minimes variations 
de la longueur g de laquelle dépendra l’intensité absolue du poids P d’un 
eorps au moyen de la formulé usitée • 

P = my. 
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SECTION III. . 


I>E U UÏMHIQUE DES GBRP8 A VOLUMES FINIS. 


♦. Un corps à trois dimensions pouvant être considéré comme une réunion 
d’un nombre infiniment grand de points matériels, il faudra qu’eu chaque 
point x, y, z du corps il y ait équilibre entre la force d’inertie de la parcelle 
de matière qui se trouvera eu ce point, et la résultante F de toutes les forces, 
tant extérieures qu’intérieures, qui agiront sur la parcelle de matière. 

2. Au moyen de cet axiome , toutes les forces extérieures se compose- 
ront d’une part des forces données 


X, Y, Z 

et d'autre part des forces d’inertie 

d'x 


. - ~ . d'y d'z 

- dm ïë' ~ dm Jë' ~ dm lè 


e’est-à-dire des forces résultantes 

X,=.X — dm~ , - 

- di 

\ . ... 

' . Z = Z — dm 

di 

qui devront satisfaire à toutes les relations de la statique qui ne dépendront 
pas des forces intérieures ou des forces mutuelles. 


1S2 ' • - DEUXIÈME PARTIE. ‘ 

5. Ainsi l’on aura toujours les six équations 


0 = £X. 


o=rv 


0 = SZ, 




o=j(»i,-.T,y 
0 = £(iX, — xZ,) 
0=S(iY,— yX.) 


ou 




£X=£(/m 


£Y = Sdm ^ 


EZ — l.d in ~ 


d"x 

w 

dj 
di ' 

£* 

di' 


'v. • •• 


entré les seules forces extérieures (le chaéun des corps d’un système, ét 
quand l’hypothèse de la rigidité sera permise, ces six équations suffiront 
pour déterminer le double mouvement dç translation et de rotation d'un 
corps en fonction des forces (X, Y, Z), (V, Y’, Z')..... supposées connues; ou 
réciproquement , quand le mouvement d’un corps sera donné , comme dans 
la plupart des applications terrestres, ccs six équations feront connaître 
immédiatement les trois efforts résultants do translation dans les directions 
des axes , et les trois efforts résultants de rotation au tour des axes qui 
devront agir sur le corps, pour qu’il puisse se mouvoir, eh effet,- de la 
manière qui sera donnée. 

4. Dans le premier cas, on aura la théorie générale du mouvement des 
corps rigides dans l’espace , et dans le second cas, on réussira à déterminer 
les pressions ou tractions des corps en mouvement dans les machines sur 
les axes fixes ou les points fixes qui serviront à gèuer ces corps dans leur 
mouvement. 

o. Le développement des trois premières équations conduira à la loi -du 
mouvement du centre de gravité d’un corps ou d'un système de corps, et 
le développement des trois dernières conduira à la loi des aires ou à la loi 
de k rotation des corps» . • _ . . J ' r: 

6» Tous les artifices de4a statique , qui permettront de concevoir M reta- 
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lions de l'équilibre «mis dos formes plus simples dans certains cas particu- 
liers, seront également applicable» en dynamique; et quand on voudra 
représenter par une seule équation la loi du mouvement d’un nombre quel- 
conque de corps rigides , dont les surfaces glisseront sans résistances les 
une sur les autres, lk où î! y aura , 'en eGfet , du glissement et pas de roule- 
ment, oa n'aura qu’à se servir de la formate connue des vitesse virtuelles 
eqtrc les seules forces extérieures qui deviendra * 



7. Mais l’hypothose de la rigidité est une fiction qui ne pourra être ad- 
mise que dans certains cas particuliers, et jamais dans la théorie des mou- 
vements vibratoires. 

Cela n'empêchera pas de faire usage encore de la formule des vitesses 
virtuelles, au moyen de l’hypothèse d’une solidification fictive de chaeurr des 
corps du système dans les différentes formes et positions où ces corps se 
trouveront, en effet, à un instant donné, et qui seront différentes d’un 
instant à l’autre. Quand ensuite les différences de oes formes successives, 
seront assez minimes pour être négligeables, sans inconvénient, -dans les 
formules du mouvement, il pourra y avoir une véritable utilité à procéder 
de la manière que nous venons d'expliquer; mais hormis ce cas-là , a quoi 
servira la théorie des vitesses virtuelles dans la mécanique des corps fiexi- 
blos? — à rien , absolument, et le mieux sera de s’en passer. Voici alors de. 
quoi se composera toute la dynamiques 

8. Dans une réunion quelconque de points matériels reliés entre eux par 
u» réseau de lignes droites élastiques , on aura pour chacune des masses ut 
eu particulier les trois équations 



rf 1 x 

m~ = Fcos.a 
dt 

<f H 

m W ==F c09 ' f3 

d ! s 

= F coa-r » 
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la lettre F serrant à désigner la résultante de toute* les forces, saus excep- 
tion, tant extérieures qu’intérieures, qui solliciteront la masse». 

Donc en désignant par * 

■** y • - • * * .* • e Î* -i j- • 

P la résultante des seules forces extérieures au point m , 

• * X, Y, Z les composantes de la force P parallèlement aux axes rectangu- 
laires des x, y, z, , * *• . • *' : ■ 

R,, R,,, R ,... les forces intérieures au point m, 

Pt» '/.)• • • l es angles de ces forces avec les directions des x, y , ;, 
les seconds membres de nos trois formules du mouvement seront les mêmes 
ici qu’en statique , et nous aurous ; 


m -jj- = X -f- H, cos.st, -f- R, cos.otj ■+■ xzi X -f- £R -~— 

de m . * i- t * . . « * * * . * . ' dx 

m = Y + R, cos.S, -f R, cos. S, + . . . . . — Y 4- SR ~ 

<k 1 dÿ 

m ^ = Z + R, cos.y ( 4- R, cos. y, + ..... =Z + £R^ 


9. Nous aurons de pareilles équations pour chacune des masses m du' 
système, et quand il nous plaira d'en faire les sommes, il est clair que les. 
forces R s’en iront , de manière que nous trouverons : 


Xm ^== XX 
th 

U i = XY 

dt 

v d ’* — yv 
d?—^’ 



e J est-à-dire larloi du mouvement du centre de gravité d’un système en fonc- 
tion des seules forces extérieures. 


tO. Les forces R s’en iront pareillement, quand il nous plaira de 
faire les combinaisons connues de la théorie des momeuts, ce qui nous 
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c'est-â-dtre la loi des aires, aussi entre les seules forces extérieures dtfsys- 
lèraç (*); seulement on rencontrera upc difficulté dans le développement 
dos premiers membres des trois équations, à cause du changement pro- 
gressif de la figure du système. 

14. Pour lever cette ditliculté, ou plutôt pour réussir à donner à la loi 
des aires avec des systèmes variables de figure , un sens net et précis , 
comme celui qu’on trouve aux mômes équations, dans le cas des corps ri- 
gides, feu M. Coriolis s’est particulièrement attaché à eft faire ressortir ce 
qu’il a appelé la théorie du mouvement moyen de redation des systèmes 
variables de figure, et par analogie, il a dû appeler mouvement moyen de 
translation d’un système, ce qu’on appelait auparavant 1» mouvement du 
« entre de gravité, ou le mouvement du point central des masses. 

\%. Si nous voulions raisonner ici comme en statique, nous pourrions 
dire que la formule 

^ Ay + ^ + Yâÿ + Zà*] + 

r dr . rfr , (lr dr . dr , -rfè ,"1 . ’* 

+ TR — A* + — Ay + As + —, Ax + —, Ay + — ,Aï = £PA/ 4 - SBAr 
Lite dy rfs dx dy iz J 

dans laquelle on devra faire entrer toutes les forces P et R sans exception , 
exprimera la loi universelle de l’état de repos ou do mouvement des sysr 

ternes, avec des vitesses virtuelles complètement arbitraires 

. ‘ 1 '■% '* ► ; * .* .• * 

(A* , A y , A*) , (Ax, Ay', Aï') , (Ax", A y". A»") 

/ h - 

• * ,# . 

O Co procédé d’étimioation des forces R dont s’est sera es dernier lieu JL Coriolis nous paraît 
avoir éUHnvoqué déjà auparavant par d'autres auteurs. 

« 24 


e \ 
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mais à quoi cela nous servirait-il? Serait-cc pour reproduire les six équa- 
tions qui ne dépendront pas des forces R . et que nous connaissons déjà? — - 
Cela n’en vaudrait pas la peine. — Serait-ce pour en tirer l’équation des 
forces vives en faisant . .• • 

Ax=± dx , Ax’=dx', Ax" = dx", . . . . 
ây = <fy, \y =dy' , \y" = dy" > ..... 

. ... Ai = (fc, Ai ' z=dz„ Ai" = dx', ..... _ . . 

43. Mais il sera plus simple encore de chercher directement l’équation 
«les forces vives il la manière de M. Coriolis, en ajoutant les trois équations 
fondamentales : 

d'x 

*•. • ^ y r n " • * • e 

• m-TT = FC09.fl 

-W f àC r •• .. 

le * • , d’j ' * e*; t 

•V : ‘ . . « S r = Fcos. y • • - 

multipliées respectivement par . . • .. 

dx dy dx ’ • 

Tt’ T' II ’ ... . 

et en observant que Pon aura d’une part 

(£H2M£)'=-'> 

par suite ■ ■ , m • : ■ •' • • •• 

dx d’x dy d'y dz d'x dv • 

, T .dF + Æ ÿ? + di dû ~ V di’ 

/d’autre part • 

dx. dy dz dt •„. 

— COS'. a + <us.|3 -f- - COS.y = — C 08 . (P } dtj, . J 
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ce qui nous donnera d'abord : . 

dv dt /N 

, ) 

puis en multipliant par dt , et en intégrant entre deux limites quelconques 
O et \ le long de l’arc s de la trajectoire , 

^ ni ii’ — Yds cos.(F, d»)- 


1 1. Nous aurions même séparément le long de chacun des trois axes: 

i m (S) _ m i = ^zcosaQx) 
ï w (s)'r*î(! 'ïi)r]^ oa( ^ ds) ., 

et en ajoutant ces trois relations partielles ou composantes, nous retrouve- 
rions la formule résultante : 

• i ma' — i mt>| = J F*/rcos.(F, d») •' - 


15. En opérant de même pour chacune des masses m d’un système, et en 
ajoutant toutes les équations correspondantes, nous aurons l'équation géné- 
rale des forces vives sous la forme : 

• . v -.••• 

- £»t>’ — - Lmpj — S ( F dt cos. (F, dt) 


. vS. 


qui n’aura qu’un inconvénient , celui de ne renfermer au deuxième membre 
que la seule lettre F pour y représenter toutes les forces sans exception. 
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tant extérieures qu'intérieures; mais .comme ou aura: 

F cos. « = X + £R ^ 

* dx 

Fcos.fi = Y + î;R^ 

- .• dy >...■■ 

Fcos.y=:Z+ ER^, 
dz 

il est clair qu’on trouvera : 

F(</x cos.se H- dy cos.|3 *f- dz cos.-/) = (Xdx + Ydy + Zdx) -+- 

+ J »(s‘ te + ^ + s A ) i : • 

F d» cos. (F^s) — P* COS.(P/rf«) + SR \~ dx + ^ dy + ^ dz I 
• \^dx dy dz J 

F'd»co8.(F',d*') = P'd*'cos.(P^d»)+ £R Pt-; <te' •+• du + ^ dx l 

L dx dy dz J 


«ni 


• -? V 


et par suite . 


£Fd* C 06 . ( F^d») = 2Pd« cos. ( f Çds) -h SRdr. 

16. Ponc, enfin, par le seul artifice du classement des forces F, nous 
trouverons : _ . ‘ ' . i 

jj Z'uv] — 1 W=i sj Pd»cos.(P^d»)4- sJ Rdr=£^ P dl+ Rdr 

et quand noua voudrons distinguer encore les forces P , dont les compo- 
santes 

• -• - ■' - • .. ... ....... .: 

4-. y- -J, *’ - P COS. (P, d») =: +■ T . . .. r,"\. 
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seront positives et agiront dans le sens du mouvement . des forces I v , dont 
les composantes 


. ..v 


P'coe.<P',&')=— 1“ 
seront négatives et agiront en sens contraire, nous aurons : 

- Emi/ — - Smc* = if Vds cos.(P, dt) -h f V'dt e6*.(P’, dt) ■+• R dr 

2*2 J . J* J. 

= eJ T dt — ïjj TV»' + slj Rrfr 
* = Ejj Vdl — S j Ydl' 4- E^ Rt/r 


les forces P, P', ou plutôt leurs composantes T, T', devant être nommées 
respectivement les forces mouvantes et les forces résistantes du système, 
parce que les unes feront toujours augmenter les Altesses, et que les autres 
les feront diminuer. 

Mais les forces intérieures ou mutuelles R conserveront leur influence 
dans cette équation , et j'y trouveront représentées par la quantité 

. * • é 

• * ' E^Rtfr 


qui ne pourra généralement être égale a zéro que dans les systèmes qui ne 
.changeront pas -de figure pendant leur mouvement. 

17. Or, pour qu’un système essentiellement flexible ne change pas de 
ligure pendant son mouvement, il faudra que, pour chaque point du sys- 
tème, la résultante des forces extérieures totales 

» d\r .• 

X, = X-m^ 

d'u 

Ï = T — ï? 

‘■- 1 — w . , ..... 


% « 
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soit constamment de même intensité, 'et ne change pas de direction par 
rapport à un système d’axes rectangulaires des x, y', z, supposé fixement 
attaché au système. 

Comme ensuite l’hypothèse d’unè complète invariabilité de ligure lie 
fera dépendre toutes les quantités 

/ tfx d’y d T z\ / d'x' d’y' dV\ /rfV' d'y" d’z"\ 

\1 7’ d?' dë)\ \dr r ’ W’ \W HT’ ~dF/ ’ 

que des six variables généralement connues, qui se rapporteront d’une 
part à la translation du centre de gravité, op do quelque autre point du 
système, et d’autre part à la rotation du système autour d’un tel point, on 
voit qu’il ne serait pas difficile de développer ce problème, et de trouver 
les conditions précises qui devraient être remplies pour que l’on eût ri- 
goureusement , ... 

0 = 2 ^Rrfr 

dans l’état de mouvement d'un système d’une seule pièce; mais nous ne 
nous y arrêterons pas ici. 

48. Nous nous bornerons à faire remarquer que , toutes lés fois que les 
conditions que nous venons de faire entrevoir ne seront pas remplies, la ' 
quantité résultante des forces mutuelles 

ïj’llrfr 

ne .pourra être exactement égale à zéro. 

Nous dirons de plus : 

f Que la quantité résultante des forccs*intérieurcs 


sijW 


devra étrè essentiellement positive pendant l’augmentation progressive du 
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volume «les corps expansifs, tels qnc les fluides élastiques, et par consé- 
quent négative pendant la diminution du volume de pareils corps; 

£>• Qua l’inverse aurait lieu pour des corps qui seraient doués d’une 
vertu propre et indéfinie de contraction; . ‘ 

S” Que la quantité résultante des forces extérieures 

S CW 

ne pourra avoir que le signe — quand la limite. 0 de l’intégration se rap- 
portera à F état naturel d’équilibre des corps solides dans un espace vide, 
soit que le volume vienue à augmenter, soit qu’il vienne à diminuer à partir 
de cette limite; 

4* Que les corps parfaitement élastiques seront ceux où les forces ft 
ne seront que des fonctions de9 longueurs r 


R = <?(') = 


df{r) 

dr 



et qu’alors Ta quantité , 

• , • • .•."••• ' 

S J W = S JV(é)dr = 2 IXr.) -/(r,)] 

deviendra nulle toutes les fois qu’aux doux limites de l’intégration la figure 
du système se retrouvera exactement la meme ; 

5" Que dans les corps imparfaitement élastiques la quantité résultante. 

• . . i ■ r' «- • 

*, •: - * •• ’i • ■ fi CW . • 

J* . ■ V 

pourra croître négativement pendant toute la durée du changement de 
figure de ces corps, et que très-vraisemblablement la diminution qui sur- 
viend’ra par cette cause dans là quantité 


- Zmv * 
4- •; 


> * ! T; ** * 

•• . • i 

’ « . • * * .V * 


» 

r , • 


'■ * • 


* \ . / 
.% . 
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de l'équation des forces vives, se changera en élévation de température ou en 
augmentation, de calorique -, . * •»- 

6" Que ie changement de là température parait être Hé indissolublement 
à tout changement de la quantité 

**'•*'. » '*■ , ‘ *' ' 

■ ïjW, ’ - - 


mais que dans les volumes des corps parfaitement élastiques supposés enve- 
loppes de parois non perméables à la chaleur, la quantité de calorique restera 
sans doute la même à différentes températures, tandis que dans les volumes 
des corps imparfaitement élastiques, ce sera la quantité de calorique qui 
augmentera, en même temps que la température, tant que l’intégrale 

E^Rrfr 

* . ' J 

croîtra négativement. 

7° Que le rôle des frottements de glissement , comme aussi celui des 
frottements de roulement, au contact des corps, ne sera pas autre que celui 
de la quantité . . 

X ^Rdr 

•* .* '* , <. ’ . 

N - ’ I - . • 

dont nous venons de parler, et que l’augmentation négative de celte quan- 
tité, qui proviendra spécialement des frottements, ne pourra être attribuée 
qu’aux causes suivantes v * 

L’usure ou l’arrachement violent de Certaines parcelles de matière aux 
parties en contact; 

La production correspondante ou non correspondante de mouvements 
vibratoires, qui feront quelquefois du son ; 

• L’élévation de température et la production de calorique qui résulteront 
du broiement des parcelles de matières arrachées ou non arrachées aux 
parties en contact. 

8' Que dans une machine construite avec des corps parfaitement élasti- 


.V k. ” 
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ques, il suffira que les changements de figure soient toujours renfermés 
entre de certaines limites, pour que la quantité résultante des forces inté- 
rieures . 

E^Rdr, 

a partir de l’état naturel initial des corps de cette machine, soit elle-même 
renfermée entre deux limites déterminées 

0 et — A , 

de telle sorte que pendant un intervalle de temps très-long, la quantité 

E^Rdr 

comprise entre ces limites deviendra négligeable à l'égard des intégrales 
. | P</« cos.flÇd») 

de chacune dus forces P, P' en particulier entre des limites 0 et ! supposées 
tres-éloignées, et qui rendront ces intégrales très-grandes. 

9" Qu'au point de vue de la remarque que nou9 venons de faire au sujet 
d’une machine construite avec des corps parfaitement élastiques, l’on ne 
commettrait pas d’erreur sensible à réduire l’équation des forces vives à la 
forme plus simple 

^ Emi>’ — i Emii| = E^ Pd»cos. (P, (/*)+■ E^ P’cfir'cos.fP \ds) = 

. = E^Td« — Ej'rda'zsEj'p^ — E^W/’ , 

mais que le changement de figure des corps élastiques entraînera générale- 
ment des mouvements vibratoires qui ont la propriété dese propager avec 
une extrême rapidité à tous les corps contigus, mémo k l’air ambiant, et 

35 
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notamment à travers les.snppo.rts des mnrtnncs à la masse dn globe , de telle 
sorte qu’il y aura en cela une cause de déperdition des vitesses d’une ma- 
chine, c'est-à-dire une cause de diminution de la quantité 


- Imv , 


et que, par suite, les résistances des prétendus points fixes de la machine, 
loin de pouvoir être omises dans l’équation des forces vives, devront 
au contraire y jouer le même rôle' que les intégrales 

j P’d*' cos. (P^d*’) 

des forces résistantes proprement dites P', de manière précisément que 
le terme résultant de toutes les forces P" de celle espece, puisse être çonçu 
comme étant rigoureusement égal à la diminution que nous venons de 
faire pressentir dans la quantité 

- - Xmv 


par le phénomène de la déperdition continue des vitesses de la machine. 

19. Après ces différentes remarques fort essentielles dans la théorie des 
forces vives, nous devons admettre, cependant, qu’il y a des cas où la pro- 
duction des mouvements vibratoires et le changement de ligure des corps 
sont à peine sensibles, et qu’alors, en exagérant une telle propriété jusqu’à 
l’idée d’une parfaite rigidité des formes des corps, et jusqu’à l’idée encore 
d’un parfait état de polissage des surfaces des corps, l’équation des forces 
vives se réduira à * 

i iim>' — ^ Xmt>! — - 1) Pd* cos.(P, </») -+• 2.^ cos. (pÇd»')= 

s= — £ J'fW — I J’m — sÇp’df. . . 
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c’est-à-dire que le terme 


i» 


Rrfr 


eR disparaîtra sans nulle condition entre les forces P, P' et l'espèce de 
mouvement du système, parce qu’alors chacune des intégrales 

• . . . JW . - 

deviendra séparément égale à zéro en vertu de l’hypothèse 
: r = consl. . . . - • 

quelles que puissent être les variations progressives des intensités des 
forces -R. . . . 

20. A ce point de vue restreint de la question, l’équation des force» 
vives sera d’une facile discussion, et l’on se trouvera amené dés l’abord à 
considérer chacune de» intégrales 


r. 


Pd* cos. (P, ds) 


comme étant la mesure complexe de l’utilité dynamique de la force P. 
qu’elle concernera, eu égard. à la fois à la direction et à l'intensité de la 
force, et au chemin décrit par le point d’application de cette force pendant 
un temps quelconque (, — t.. 

Une telle intégrale méritera, par conséquent, une dénomination spéciale 
très-expressive, et l’on ne saurait mieux choisir que d’employer le mot 
travail, qui a été proposé par M. Coriolis. 

21 . Ainsi toute intégrale 

» PJs cos ( P, ils) 


sera la mesure mathématique de la quantité de travail que fera In- 
force P pendant la durée de sou action ; ce sera du travail moteur quand 
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l’angle (P?^*) sera aigu , et du travail résistant dans le cas contraire. 

La théorie des forces vives deviendra celle de la transmission et de la dé- 
perdition du travail des machines, et le principe ou la loi fondamentale de 
cette double théorie pourra être énoncé en disant que l'augmentation de 
la somme des forces vives d'un corps ou d'un système de corps an bout- 
d’une durée quelconque l, — t, sera toujours égale à l’excès du travail mo- 
teur sur le travail résistant de toutes les forces P, P', I’", ...... et H du corps 

ou système pendant la durée t, — t,. 

22. Le développement attentif et minutieux de ce principe ports condui- 
rait à la fois ii la théorie des volants et a la partie la plus utile de la mécani- 
que industrielle; mais nous ne saurions nous y arrêter sans dévier du but 
que nous avons en vue dans cet ouvrage, celui d’un exposé rapide et complet 
de toutes les parties de la mécanique terrestre. 

2ô. tue des plus importantes de ces parties, est celle qui a pour objet 
le. développement de l’équation des forces vives dans le cas d’une masse li- 
quide en mouvement, contenue par certaines cloisons ou parois, et renou- 
velée progressivement avec le temps. 

Soit ABCD, un vase de forme quelconque ali- ‘ 
monté en /, par une voinc atlluente, dont toutes 
les particules soient animées de vitesses «, égales 
et parallèles dans l’étendue d’une section plsne per- • 
pendiculajrc a.. 

Le vase étant supposé plein d’une manière exac- 
tement permanente,’ il faudra qu’il en sorte quel- 
que part en /, autant de liquide qu’il en entrera 
en /. , et nous admettrons de plus que toutes les 
particules sortantes auront des vitesses h, égales et 
parallèles dans l’étendue d’une section plane per- 
pendiculaire a,. 

Nous désignerons encore 'par 

p t , p, les pressions dans les sections a, , a, 

m, les masses liquides qui traverseront ces • 
sections dans l’unité de temps; 

, Gr t) < tsr % les densités pondérables ou les poids par 
unité de volume des masses dans les sections a,, 
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Nous supposerons enfin un état de mouvement exactement permanent 
de telle sorte qn’en un même lieu x, y, z du système, il y aura toujours une 
même vitesse v en grandeur et en direction, une même pression p et uli**- 
même densité w à l’égard de toutes les parcelles qui traverseront successi- 
vement, les unes après les autres, le lieu x,y,x. 

Cela posé , Si nous voulions considérer toutes les mémos parcelles de li- 
quide, à deux instants quelconques très-éloignés entre les limites corres- • 
pondantes (/., /,), (f,, /',) du volume occupé, il nous serait impossible de 
former ni le premier ni le deuxième membre de l’équation des forces vives; 
mais quand nous conviendrons de prendre deux instants t et t -\-dt infini- 
ment rapprochés l’un de l’autre, la question changera complètement de 
lace, ainsi que nous allons le faire voir. 

24. D'abord nous aurons les formules générales 

audi , — audt 

9 

pour le volume et pour la masse du liquide, qui traversera l’une des se» 1 - * 
lions «, pendant le temps dl. . . .. ' , . 

Nous aurons par conséquent à l'orifice d'entrée 



et à l'orifice de sortie 

• 'SI-, 

m, — — o,u, 

9 

puis l’hypotlrèse de l’exacte permanence du mouvement entraînera l égalité 
*’ = ou «c t a t u,. 

2ÎJ. tfous devrons chercher ensuite la différence des deüx quautites 
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dont la dernière se rapportera an volume initial entre les limites I,, / à 
l’instant t, et dont la première se rapportera au volume subséquent entre 
•les limites ( t , t, à l’instant t 4- dt. 

Or le volume subséquent entre les limites t „ t , se composera du volume 
correspondant entre les limites plus le volume différentiel a,u,dt à 
- l’orifice dé sortie a,, moins le volume différentiel o,u,d< àl’orifice d’entrée a,. 
• 11 suit de là que ponr avoir la quantité 



- Smp’ 

3 * 



• . t 

à l'état subséquent du volume occupé entre les limites t„ t„ il n’y aura 

qu'à se représenter d’alaml ce que serait une telle quantité à l’instant 
t 4- dt entre les limites /„ /, afin d’ajouter à cette quantité ce qui lui man- 
quera à l’orifice de sortie , à savoir le terme 


m.dtu 


et d’en retrancher au contraire ce qu’elle renfermera de trop à l’orifice 
d'entrée , à savSir le terme 


-m.dtu . 
3 ’ » 


En un mot , le premier membre de F équation des forces vives sera 

i J', . i t, t 

• - I •„ mv £ . mr 

, 2 t', • 2 /. • 

et nous aurons : - 

- £*/ mv' — - ï!’ mv' -+- 1 m, dtu — - m.tUu-, 

3 I, 1 2 /. * 2 ‘ 3 * * 

T * ’ • • . 

puis l'bypotbese de l’eXacte permanence du mouvement nous donnera- 

•' t T t, . i v f. i*î. 

- £ , me , ss - £ . me , 

• ' * .• il, ‘il.* 
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do telle sorte que le premier membre de l’équation des forces se réduira à 

b*-*»- ï 

26. Au deuxième membre , nous aurons à écrire d’abord les termes 


+ a,p,u,dt, —a, p, H,dl 


dont le premier représentera le travail moteur de la pression totale a,p t dans 
l’étendue de la section a„ et dont le second représentera le travail résistant 
de la pression totale a,p t dans la section o, ; puis les deux formules connues 


nous donneront: 



P P 

a,p,ti,dl = g — m.rff , a,p,u,dl = g — m t dl, 

'Z&. ‘T&a 


de telle sorte que dans le deuxième membre de l’équation des forces vives, 
nous aurons à écrire la quantité résultante • 

[ff— »». — 9 — ™."W 

L 'Sf. ‘OT, J 

27.. Il nous faudra chercher ensuite le travaü'imoteur ou résistant qui 
proviendra des forces de la pesanteur sur toutes les parcelles de matière du 
système, pendant que ces parcelles passeront du volume initial/,/, ou volume 
subséquent/’,/’,. * .. .• . 

Pour traiter ce problème spécial avec toute la généralité qu’il comporte, 
uous ferons remarquer qu’en désignant par X,Y, Z les trois composantes 
d’une force P, on a toujours : 

P d» cos. (P, di) = Xdx 4- Xdy ■+■ Zdx , * 
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fit par conséquent 

Prf.» cos. ((O*) = ( (Xtfjc +Yrfÿ + Z rfs), 

• J* 

d’où il suit que lorsque la quantité Xrfx -4- Y r/y Zds sera la différentielle 
exacte d’une certaine fonction en x, y, s, le deuxième membre de cette 
équation pourra être intégré, et que l’on aura généralement: 

^ Prfj cos.(p/da) ==/(*,, y,, *,)—/(*,, y„ *,), 

c’est-à-dire que la quantité de travail développé par la force P ne dépendra 
que des positions initiales et finales du point d’application de cette force , et 
nullement de la forme de la courbe décrite. 

Ainsi en considérant les forces de la jiosanteur comme égales et parallèles 
et en désignant par P le poids d’un point matériel dans le sens des z positifs, 
on aura toujours : 

P (/* C 08 .(îÇrf.l) = i Pdi = P(ï, — ï,). 

. J. • . . * . 

*. •’ • 

28. De même si l’on avait à considérer une force Smru’ sur une masse dm, 
à une distancer de l’axe desz, dans le sans du rayon vecteur r, on trouverait: 

imradt C 08 .(r k dt) — 


jj dm'ü'{xdx + ydy) = j Smot'rdr — ^ dmu'(r’ — r,'). 




29. A l’egard des forces ordinaires de la pesanteur sur une réunion quel- 
conque de points pesants, on Sura : , 

£ J Pds cos.(I Çd») = £ J P dz = £P(s, — *,) = £Ps, — £P*,. 

D'autre part, si Ton désigne par II le poids total, et par t; l'ordonnée 
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verticale du centre de gravité du poids II, on aura généralement 
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et par suite 


11 = 2?? 
ri; = sp* , 


n;. = 2:Ps, 

iiï, = £Ps, , 


de telle sorte que la quantité de travail cherchée se réduira simplement A 

* • “ • . H(ç, — ç,), . •. - 

f ■’*«*«**-■ • , , * 

c’est-à-dire qu’il suffira de multiplier le poids total n par la chute verticale 
du neutre de gravité de ce poids, sans avoir égard ui à la courbe décrite 
par le centre de gravité, ni au changement de ligure du système. 

Il serait même permis de faire abstraction de la simultanéité des mouve- 
ments partiels,* ou inversement , de considérer comme simultanés des mou- 
vements quelconques successifs. 

50. Tous ces théorèmes étant compris, quand nous voudrons appliquer 
la formule * ’ . 

Ilï, — Ilç. 

* • r 

au système de la figure, nous n’aurons qu’à rappeler ce que nous avons 
déjà dit, savoir, que le volume subséquent du poids n entre les limites 
se composera du volume initial entre les limites plus, du vo- 
lume additionnel a,, u„ dt à l’orifice de sortie, moins te volume soustractif 
a„u„(U à l’orifice d’entrée, de telle sorte qu’en désignant par 2 „a„ les, 
ordonnées verticales des centres de figure des sections a., a, , nous aurons à 
la dernière limite de petitesse de l’intervalle de temps dt, et à cause de 
l’exacte permanence du mouvement * , 

nç, = nç. 4- — Hf,a,u,s,dt , 

en même temps que ..... * , 

. l&t 2L 

™. = W, = — 

s •• 9 * 
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I . 


et par suite 


nç, — U', = [ym,ï, — gm,-M l » 


les masses «*„, m, étant nécessairement (Val es , ee qui reviendra à dire que 
la quantilé de travai] cherchée sern hi même que si le poids affluent g>Ajlt à 
l’orifice d'entrée passait à lui seul et le long d une courbe quelconque à 
l’orifice de sortie. 

31. Les pressions latérales des parois du vase sur la masse liquide, et 
celles de l’air ambiant sur les veines entrantes et-sortanles perpendiculai- 
rement ii la surface qui terminera celle masse et ces veines, donneront 
manifestement zéro dans l’équation des forces vives; mais les forces de frot- 
tement ou de viscosité qu’il pourra y avoir à considérer, soit des parois du 
vase sur les particules liquides adjacentes, soit des particules liquides entre 

elles, se résumeront toutes ensemble dans le terme 

« •• • • , 

“J, 

' , » m -r 

qui ne pourra être conçu qu’avec le signe — , de telle sorte qu’en faisant 


et en supprimant le facteur commun dt dans les deux membres do l’équa- 
tion , il restera sous forme explicite : ■ * * . 

i _ i mj; = gm ^ W + jm(*, — *,)— mA, 1 

puis en supprimant encore le facteur m , 

la quantité A devant être telle que l’on aura : 

+ dl . «| + l 

S ^ R dr — — mArfi oh » Rrfr ss — «A, 

et cette quantité ne pouvant être connue que par l’expérience. 


* t • ! * 
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32. Quand la forme des parois ne fera pas naître des mouvements de 
tournoiement dans l'intérieur du vase, et que, de plus encore, les vitesses 
de glissement des particules liquides le long des parois seront très-petites, 
ot) Lien que l’état de polissage de ces parois sera très-parfait et que le liquide 
n’y adhérera pas naturellement, alors la quantité — A de 1 équation des 
forces vives sera quelque fois négligeable, et il ne restera que la formule 
réduite £ 

•£<=?(£;- sr) + ?(*■-*.) 


-»î 

2 


dans laquelle on fera encore ■»,=-©■, = ©• quand il s’agira de liquides peu 
compressibles. • • • * 

33. Quand on voudra appliquer les mêmes raisonnements au cas d’un 
nombre quelconque de veines entrantes et sorUntos, toujours avec l’hypo- 
thèse d’unô exacte permanence, ôn aura manifestement : ’ 




- Sm,«| Sm uj = oSm — — o£m. — -f- g~m z — oïiii.s, 4- £\ Ri/r. 

2 1 1 2 -w, J 1 «s i 3 11 3 * • J, ' ;• » 

r * 

34. Cette formule pourra d’ailleurs être appliquée aux fluides ou ga* 
comme aux liquides; seulement, dans le cas 'des gaz, on sera amené à con- 
. ccvoir des volumes élastiques ou des ressorts à trois dimensions , de telle 
sorte qu'en désignant part’ un volume déformé quelconque dans l’intérieur 
duquel il y aura à considérer une méinc «pression />, dirigée normalement 
aux parois du Volume, on aura généralement pour la quantité do travail 
produite par l'augmentation ou par le changement de ligure du volume « . 
entre deux limites quelconques u t , v t 

’■ . j pdv, • ' 

et pour une réunion de volumes élastiques . - 

■‘E^’pdv. ■ < 


v . • , 
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55. On pourra considérer, à ce point de vue, 
l’état de mouvement permanent d'une veine de 
gaz dans un lilct on tuyau très-mince et de gros- 
seur variable ABCD. En figurant alors dans le 
tuyau tous les volumes successifs t>, v", 

que remplira une très-petite masse de gaz aux 

instants o, dt, 2 dl, 5 dt , et admettant THypo- 

thèse de la permanence, on verra bien claire- 
ment que dans le tuyau entier ou aura pendant 
le temps dt 

S V fV nt» 

pdv + j pdv -t-^ pdv + . , . . . 


■ 

de manière qu’en désignant expressément par ». le volnmè initial à l’orifico 
d’entrée de I, en et par », le volume final à l’orifice de sortie de I, eu t,, 
la somme de ces différentes intégrales pourra être remplacée par l’intégrale 

unique • • - • - ' ' . ’ ;* 

C.'"" . . • •. 


comme si une même masse de-gaz devait être suivie pendant la durée com- 
plète de son mouvement de /. /*. en IJ,. . . - 

36. Les changements de grosseur du tuyau seront quelquefois assez peu 
considérables pour que la température ne change pas sensiblement pendant 
la variation progressive du volume» de », à v,, et alors on pourra invoquer 
la loi de Marioüe, qui permettra de supposer 


de telle sorte qu’oa aura 


pv = p,v, = p,v, , 


P—P.Z: 


T pdv =.*».( k>g. hyp. = p,v, iog. hyp. 

J* Jf* r e ri 
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Cette quantité devant être ajoutée au deuxième membre dé l’équation des 
forças vives , nous aurons à faire encore 


•» 

» 

9 

nm 

». = o.a. = 4- 


tjm 


par suite 


— nm Ei. 


p,v,=gm 


P, v > = m, J £-> 


puis la loi de Mariotlc entraînera 


— = — raconst. 

t®V Ttï 


ce qui réduira à zéro le terme résultant des pressions extérieures a,p u a,p t 
que précédemment nous avons réussi à mettre sons la forme 


gm 


V®. »./ 


Nous aurons enfin : 


X [ jnlv = gm — log. hyp. — 
J*. Pi 


et quand il n’y aura pas de résistances au glissement des particules gazeuses 
le long des parois du tube, cette quantité remplacera entièrement le terme 


fl + l 

4 
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mais quand il y aura des forces de frottement ou de viscosité à considérer, 
il faudra que l’on attribue encore une certaine valeur négative au terme 



37. Quand les volumes v„v, aux deux limites de l’intégration seront 
très-inégaux, on ne pourra plus négliger les changements de température 
du gaa qui seront positifs ou négatifs, selon que le volume v ira en dimi- 
nuant ou en augmentant. 

Une sera plus permis alors d’invoquer la loi de Mariotte, et ce que l’on 
aura de mieux à faire géuéralcmcut, ce sera d’effacer la quantité 



dans l’équation des forces vives , et de n’appliquer aux fluides élastiques qu* 
la formule ordinaire des liquides incompressibles 




gm(p, — p.) 


•av 


+-?«(*. — O 




yfo— p.) 





L’expérience seule pourrait nous conduire plus avant dans cette matière. 
38. Le maniement de l’équation des forces vives exige encore la connais- 
sance deij théorèmes suivants, dont le dernier a été démontré parM. Coriolis : 
4° Si l’on désigne par 

v la vitesse d’un point quelconque ; 

V ia vitesse du centre de gravité, ou plutôt du centre des masses d'«n 
. système; 

v les vitesses des différentes masses m du système à l’égard de trois 
axes mobiles, dirigés par le 'centre des masses parallèlement aux 
axes primitifs; 4 

M la somme dés masses , 
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iw = i MV’ + - Imi/*, 

2 2 a 
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la vitesse V étant celle qui persisterait dans le système, si par l’introduction 
de certains couples et de certaines forces mutuelles suffisamment intenses, 
on parvenait à détruire toutes les vitesses relatives v. 

2' Dans le mouvement do rotation d’un corps rigide autour d’un axe 
fixe, en désignant par . - a 

v r la plus courte distance d’une masse m a l’axe de rotation ; 

u la vitesse angulaire du corps autour de cet axe, 
on à': . ■ r 

- £mp’ = -VSinr’. 


5' Quand un système tourne d’une Seule pièce autour d’on axe mené par 
le centre de gravité, et que les vitesses relatives v’ ne proviennent que d’une 
pareille rotation, on a : 

- W= - u’Smr’, 

- . > 2 2 . . . 


'et par suite 


-W = -MV’+i u J Smr\ 

2 2 2 


4* On sait que le mouvement le plus général d’un corps rigide autour 
d’on point se réduit toujours à tourner actuellement autour d’une certaine 
drôitc menée par le point, et dont la direction change graduellement 
avec le temps, ce qui lui a fait donner le nom d’tuu instantané. 

On sait aussi qu’en portant sur l’axe instantané un rayon vecteur de lon- 
gueur u, dont les projections sur trois axes rectangulaires seront p, q, r, 
de manière que l’on aura : 

»’= f ' + q ' + r', 

■ ’ 4 • - • •. .••••. 

les quantités p,q,r pourront être regardées comme des vitesses rotatoires 
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partielles ou composantes autour des axes, dont l’effet combiné sera juste- 
ment le même que celui de la rotation unique w autour de l’axe instantané, 
et que par suite l’on aura identiquement : 


1 o >'ïmr' = i (p’ + 9 1 + r’) ïmr' ; 

2 4 


mais qu’en outre l’on pourra toujours mener trois axes rectangulaires par 
le centre de gravité d’un corps qui feront les axes principaux du corps et 
qui jouiront de cette propriété remarquable qu’en désignant par A, B, C lés 
moments d’inertie du corps autour des axes principaux et par p, q, r les 
projections du rayon vecteur « sur ces axes, l’on aura : 


- ulmr’ = - A p’ + * B,/’ + - <>’ , 
i 4 4 4 


et par suite 


*«-;y 


-.} .r 


1 W = 1mV’+ -a'imr'sp- MV+ - (A p' + Bç’ + C r'). • 

2 4 4 4 4 

* » ^ . . « , 

S* Dans le mouvement d’un corps flexible ou d’un assemblage quelconque 
de points matériels, on peut imaginer par le centre de gravité trois axes 
rectangulaires tenus invariablement par une sphère mobile, et participant 
avec nette sphère à un certain mouvement déterminé, que- H. Coriolisa 
nommé le mouvement moyen de rotation, et qui serait le mouvement effec- 
tif du -système à un instant donné t , si par l’introduction subite des forces 
mutuelles suffisamment intenses, on parvenait à produire une complète 
invariabilité dans la figure du système à cet instant. 

Or, le mouvement moyen de rotation d'un corps ou d'un assemblage de 
points matériels étant ainsi conçu, si l’on désigne par 
v la vitesse totale d’une masse » ; 

• ' N . 

v la vitesse relative de celte masse par rapport au centre de gravité du 
système >• . - . • 

v m la vitesse moyenne ou la vitesse d’entrainement d'une masse m, 
comme si cette masse était fixement attachée au système des axes 


< \ 
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mobiles, daifs la position où elle se trouvera par rapport à t es fixes, 
à l’instant t\ 

*V la vitesse relative d'une masse m, par rapport au même système 
d’axes mobiles, c’est-à-dire la vitesse partielle qui pourrait être subi- 
tement anéantie par l’introduction rie forces mutuelles suffisam- 
ment intenses, sans qu’il en résultât aucun changement dans Ira 
vitesses r m , . 

ou aura toujours : 

- £)»p”= - Zmv’-h - £niv’ 

1 2 3 r 

et, d’apres ce qui précède : 

- Smn’ := - oi’Smr’ , 

2 2 ' . 

donc enlin généralement : 

- - M\” -t- i u’£mr’ -f- - £»ii>'. 

2 2 2 2 . 

5t>. De ce cinquième et dernier théorème, il résulte que le premier 
membre de 1 équation des forces vives dans un système quelconque, pourra 
toujours être décomposé en trois parties distinctes. 

Pareillement dans le deuxième membre, mis sous la forme 

« 

S\ (Xrix + Y dg -+- 7Az) + ^Rrfr, 

chacun ries chemins <lx, fl y, tlz pourra être décomposé en trois parties, dont 
I unesera commune à tous les [Maints du système, et représentai» le chemin 
du centre do gravité, dont l’autre variera d’un poinl à un autre, et ne 
dépendra que du mouvement moyen de rotation du système à un instant 
donné autour de son centre de gravité; dont la troisième enlin ne dépendra 
que du changement de figure du système par rapport à l'état de mouve- 
ment moyen. correspondant, à un instant donné. 

27 
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Ainsi en désignant par 
dz,dr,,<k; les premières parties, 
d^x, d m y , d m z les secondes , 

, d^c,d,y t d^ i les troisièmes, 

on aura: • » 

, - . . dx = de, 4- d m x ■+■ dfX 

dy = (h 4- d m y 4- d r y 
dz = de 4" <l m - + d r z , 


et quand on substituera ces valeurs de dx, dy, dz dans le deuxième membre 
de l'équation générale*des forces vives , on reconnaîtra aisément que l’une 
des parties, en vertu de la loi connue du mouvement de translation du 
centre de gravité, se réduira à 


i MVj — - MV; = vC (Xrf'+Yrfn4-ZO=\ (ZX)rfî (SZ)dç....(A), 

^ ^ J, 


Donc il restera : 


^ |^ü»’£mr; 4- !,<] — ^ £w|Zmr| 4- Zi)it'’.J = (Xd m x + Yd„y + 7-d m t) + 
4- (Xd r x 4- Yrf r y 4- Zd,;) 4- Z^ Rrfr. 

D’autre part, M. Coriolis a fait voir qu’en désignant par 

X m , Y*, Z. 


i 


des forces conventionnelles, qui ne dépendront que de la nature du mou- 
vement moyen de rotation du système, -et dont nous connaîtrons la signi- 
fication, ainsi que les expressions algébriques, dans la prochaine section de 
Cet ouvrage , on aura toujours séparément : 

i Zmv' r — ^ Ziiuè = zî (XdfX 4- Yd,y 4- Zdri) 4- 

4- Z^ [X m d r x 4- Y m d r y 4- l n d T z) 4- zÇ Rrfr (B) , . . 
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*t par suite, en retranchant cette équation de la précédente • 

- u’ïmr; — ^ a>’ -mrj = ït (Xi/^c 4- Y d„y ■+■ Z d m x) — 

3 2 J) 

— sî (\ m d^c +y m drÿ + Z m dri).....(t) t 

• va 

- • . , • 

de telle sorte que l'équation générale des forces vives pourra toujours être 
décomposée en trois parties distinctes, dont la première (A) se rapportera an 
mouvement moyen de translation d’un système, et ne renfermera ni la 
quantité 

f ' . ’ ’ 

Sjj R*, 

ni l’autre quantité généralement compliquée 

4- Y„d r ÿ 4- Z m d r z) } • *• 

• * ' - • . 

dont la troisième (C) renfermera cette dernière quantité, mais point la pre- 
mière, et se rapportera au mouvement moyen de rotation du système au- 
tour de son centre de gravité ; dont la deuxième enfin (B) ne se rapportera 
qu’au changement de figure du système, et renfermera à la fois ks deux 
quantités qui dépendront, l’une des forces R, et l’autre des forces 
X», Y*, Z„. 

• 

40. Mais pour que ces équations ne deviennent pas fautives, il sera in- 
dispensable que- parmi les forces X,Y, Z, on comprenne les composantes 
X", Y", Z" des forces résistantes P", qui proviendront de la prétendue fixité 
des points d’appui d’une machine , et, à ce point de vue , il y aurait encore 
bien des choses à connaître sur les vitesses moyennes 


dt’ ' dl ’’ dt 

djrf l/jl 

dt ' dt ’ dt 
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qui ne seront généralement que des vitesses intermittentes ou vibratoires à 
l'entour et le long des courbes bien continues, que l’on aurait à considérer 
dans l'hypothèse de la rigidité des formes et dans celle de la fixité des points 
d’appui des diirérents corps d’une machine. 

Il suit delà qu’en ajoutant les équations (A) et (C), on réussira toujours, 
au moyen de la théorie des mouvements moyens de M. Corinlis, à débar- 
rasser l’équation des forces vives de la quantité généralement inconnue 


mais avec l’inconvénient d’avoir à tenir compte de la quantité également 


inconnue 




,drX ■+■ + Z„«/ r s) 


et d’avoir à considérer en outre des vitesses moyennes, qui ne cesseront 
pas d’être des vitesses intermittentes ou vibratoires, ce qui empêchera de 
faire servir utilement l’équation trouvée tant qu’on ne saura pas quelles 
sortes de vitesses bien continues, comme celles des corps non variables de 
ligure, il pourra être permis de substituer aux vitesses moyennes vibratoires 
dii système, fort compliquées sans doute. 

Nous ne nous arrêterons donc pas plus longtemps à cette décomposition 
si intéressante au premier abord de l’équation générale 


^ S»u>; — i £»»»;?= ^ (Xdx + Y<iy.+ Zdz) 4- R <tr 


en deux ou trois équations distinctes, dont une seule conservera le terme 
iuconiiu des forées mutuelles. , f ' . ' ■ 


11. Nous ne nous arrêterons pas non plus au cas où il y aura des chan- 
gements très-consjdéraibles daqs les vitesses de doux ou plusieurs corps pen- 
dant un temps excessivement court, c’est-à-dire avant que les points d ap- 
plication des forces ajent pu décrire des chemins bien appréciables. 
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Nous »e nous arrêterons pas, en mot , à ta théorie du choc des corps , qui 
Sera toujours fausse, quand on, ne supposera, comme autrefois, que des 
corps rigides, et qui deviendra aussi délicate que, compliquée* quand on 
voudra avoir égard aux changements de figure, et par suite aux njouve- 
mon (s vibratoires des corps choquants. .* • . •; 

12. Nous examinerons très-attentivement, au contraire, la théorie des 
forces de réaction de masses liquides qui se trouveront gênées dans leurs 
mouvements par des cloisons fixes ou mobiles, et au moyen de laquelle 
nous parviendrons à fonder une théorie exacte des rones hydrauliques pour 
tous les cas, où nous réussirons à connaître les vitesses des particules 
liquides h leur entrée et à leur sortie d’une roue. 

(.es Dernouilly, Enfer, higmnge et Coriolis n’dvriicnt fait connaître que 
des cas très-particuliers delà théorie générale, que l’auteur du présent ou- 
vrage à soumise â l’appréciation de l’Institut, il y a quelques années, et dont 
il ne va exposer ici que la partie la plus élémentaire. 

15. Revenons à la figure d’un vase de forme quelconque , alimenté 
par une ou plusieurs veines afllucntes, et muni d’un ou plusieurs orifices" 
de sortie, de manière que l'on puisse y concevoir un état de mouvement 
exactement permanent. 

Conservons toutes les notations qui nous ont servi dans le développement 
de l’équation des forces vives , et convenons encore de désigner par 

A„ A, des sections planes obliques à travers les veines entrantes et sor- . 
• tantes, 

e, , i, les angles aigus des sections obliques A, , A, avec les sections per- 
pendiculaires a it a,, ' 

?.. y. 

<*,• f3„ y, 

les aiigles correspondants dés pressions p,,p, supposées per- 
pendiculaires aux plans des aires A,, A, du dehors au dedans 
du volume occupé par la masse liquide entre les limites , 

*s efforts de translation et de rotation du vase sur ses points 
d’appui , en prenant pour origine statique ou pour enutre de 
composition des forces l’origine des coordonnées x,y, z. 


P» Q, R 
L, SI, N 


à.» f«.» v. 


les angles des vitesses « # , aux orifices d’entrée et de sortie 
avec les axes rectangulaires des x, y, s. 
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Cela étant , si nous faisions agir sur le vase les forces 

• • P » “Q i — H i 

«fans les directions dos axes, et les couples ou moments -, 

_L, — M , — N, 

4 * '* ’ * * • 

. ♦ « , - . * » ■ 

autour des axes, les points d’appui du vase pourraient être anéantis , et la 
fixité du vase persisterait après comme auparavant. 

Mais après, le système sera libre dans l'espace, et nous pourrons lui ap- 
pliquer les six équations générales de la dynamique, qui ne renfermeront 
jamais les forces intérieures ou mutuelles d’un système. 

, En désignant par 

p la pression de l’air sur le dehors du vase ou sur le dehors des 
veines liquides entrantes et sortantes perpendiculairement aux 
- surfaces pressées, 

F la force de pesanteur d’une parcelle de matière du système par 
unité de masse dans un espace vide d’air, • - . 

X, Y, Z les composantes de la force F par unité de masso parallèlement 
aux axes rectangulaires des x, y, s , 


m»m x t 
mom^F 
mom, F 


les moments ou quantités 


yZ — z\ \ 

sX — xZ J d’une (oroc'F, 
— yX | 


nous aurons de cette manière : 


tjP x * 

£J3m — . = — P + XJ X3m + Sap cos. ). 
XJJm ~ — — Q + XJYJm 4- Sap cos. ut 

dt 

tfz . 

.. ,3m —t R -f- XJ Z3m -+- S ap cos. v 

.*• , ut 1 
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/ <fz ' <t’u\ 

f ÿ ^7 — s , J — — I. 4- £|mom x F3m 4- S;nom x op 
/ d’x d'z\ 

£^3ml s — 7 — x — J = — 1 . -+- ï| wom, F3m H- Smom„ op 
/ d’u dx\ • 

Sj3m(x-^f — y — 1 = — N + S) mom, F3m 4- S mom.ap 


3tS 


le signe S indiquant une sommation à faire tout à l’entour du volume oc- 
cupé, eu y comprenant les pressions spéciales dans les sections 

planes A r , A, des veines entrantes et sortantes. 

Les termes 


l,X5m , S;Y 3m , £;Z3m 


seront évidemment les composantes du poids du système parallèlement aux 
axes rectangulaires des*, g, 2 à un instant donné t , comme s’il n’y avait pas 
de mouvement à cet instant. 

Les termes . . 

2)mem x F3m 2', mom,FJin , i)mom,F3m 

seront pareillement les couples ou moments du poids du système autour 
des axes rectangulaires, des x,y, z, à un instant donné t; mais ces différents 
termes ne se rapporteront qu’au poids absolu du système dans un espace 
vide d’air. 

Les pressions p,,p, dans les sections planes A,, A, étant supposées d’abord 
égales à celles de l’air ambiant, les termes \ 


Sap cos. X , S ap eus. p , Sap cos. y 

seront les composantes de la force résultante de soulèvement du système 
dans le fluide pesant atmosphérique, de telle sorte qu’il nous suffira de 
changer nos conventions, et de dire que, par la suite, nous voudrons dé- 
signer spécialement par la lettre F, non pas le poids absolu par unité de 
masse dans lé vide pnoumatique, mais bien le poids relatif ou appsfrent par 
unité de masse dans le milieu pesant, qui entourera le système, pour que 
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bous devions manifestement effacer tous les termes affectif du signe S dans 
nos six équations. 

Cependant, pour plus de généralité, nous pourrons supposer que dans 
chacune des sections A„ A, il y aura à la fois deux pressions , dont l’unésera 
égale A celle de l'air ambiant, et dont l’autre agira en sus, comme si elle 
émanait d’un piston ; nous pourrons convenir encore donc vouloir dési- 
gner par p„p< que ces pressions additionnelles, c’est-à-dire lés excès des 
pressions absolues aux orifices sur les pressions de l’air ambiant} et, par ce 
moyen , en dégageant de nos six équations les inconnus 


nous aurons : 


P, Q, R 

L, M, N 


d’x 

P = \.$m 4- A.p. cos. X, 4- A ,p, cos. X, — 

d'u 

Q = 2', Y<5 m -+• A ,p, cos. p, 4 A,p, cos. p, — 2',3m~ 

, (Ci 

R = 2',Z3m 4 A,p, cos. », 4 A,p, cos. », — 2,3m 

* ( d 3 z d 3 y\ 

L = 2>oro,F3m 4 mom x \j>,+ wom # A 1 p, — 2',dmly-^r — * 

( d’x d’t\ 

M==2^mom y F3m + mom t Aj), 4 mom r A,p,—2',3m I s— -- — x J 

î ( d*x\ 

N = Z)mom,F3m4 mom, A,p, 4 mom,A,p, — 2',oti> l J~^r )• 


Ai. Ainsi le problème que nous voulons résoudre se réduira à savoir 
trouver , sous formes explicites, les dernière termes des équations que nous 
venons d écrire, et cela ne sera pas difficile, ainsi que nous allons le faire 
voir, dès l’instant que le système se trouvera dans uu état de mouvement 
permanent. 

Si nmis remontons b la signification précise des termes , nous aurons 
manifestement dans les deux |msil.nns consécutives du système sur la 
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i( d 4 ) = ^ h) 

dt di\di) dt 

guis, en raisonnant comme plus haut au sujet du premier membre de 
l'équation «les forces vives, nous trouverons • , . , 

< (dx\ ■ Air Y - , • 

i.'àm I — I Jih I ■— 1 -f m,dtu, C08.«, — m,d«w, 

* . * ’* 

h’ hypothèse de la permanence nous donnera : 

et par suite nous aurons : . 


cos.».. 


.... d'x ' - •* 

• — 2,om — m,a, cos. «, — m,U, cos. *, ’ • 


pareillement : ' . ’• - * 

• . .. d'y 

• — S,3m W ~ m,nf C0S ' — *«,**. ços. (SL,.- * ' 

va <fî • - V 

, . — — = m,a, COS. y, — »»,«, COS. y,. 

Dans les trois dernières équations, nous aurons : 

• - • ‘ ’ ..V 

puis en changeant les limites, 

~' ,5m (/(tf?) ~ *'( *) ] == 2 ; 3 m [ !/ '(S) ~'(dl) ] + rm, Nu m l dtU-mom tr m.dlu, 

2* 


1 • 
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P » ^ » 

* Ÿ 

et à cause du l’état de permanenoe du mouvement 

- • ‘ •. v ' ■ •• 

par conséquent i . 


et (le même : . 


. — 2) oui 

( d ’* 

d'y'' 

• * ‘- r 1 ** 

1 

VüT 

S dt\ 

1 =mom x m t u t — mom x m,u. 

; • - ■ 

• 

t 


/ , • * • • 

— 2; 3m | 

f d'x 

d’x\ 

* 

: de 

- X d?) 

zzz mom y m t u t — mow v m l u i 

— V,3m{ 

#• 

’ d’j:\ 

SS?) 

z='nom i m t u 0 — mom % m,u r 


13. H est manifeste encore que tous les mêmes raisonnements s'appli- 
queront à autant de veines entrantes et sortantes que l’on voudra . de telle 
sorte qu’çn affectant spécialement le si(;ne S à la sommation des termes cor- 
respondants de lous les orifices qu’il pourra y avoir, pourvu que le mou- 
vemcntjioit permanent, nous trouverons : .. -'J/* - • 

P = 2;X3«i + S4.P. eos. X. + SA.p, cps. )., +6m,u, cos.a, — S m,u, cos«<x, 

y = i:T3m-t-SA.p, co8.p.+ SA,p, cos.p, -f- Sm„i/ 0 cos. (3, — Sm,u, cos ; (3, 

R = 2iZ3wi -t-SA.p, cos. k, SA .p, cos. y, -+- Sw,», cos. •/, — Sm,u, cos. y, 

. . 1 - ' . . • . . . .1 •. : r * 

L = l,inotn t ?3m -f- SmooiyA.p, -+- Smom* A,p, -f- S mom z m,u, — Smom ? m,«i„ 

». "* 

M = ïlmoir^Tim -f- Smom, A,p t + Smom, A,p, -f- Snwm/n^u, — Smcmipn.lq 

N = 2)mom,F3tn -f- SmowijA.p, 4- Smom, Ap, -f- Smom.m.u, — Smom,tn u ]( 

• "• . ' ' " > 

les masses *»„m, qui traverseront les orifices A,, À, dans l’unité de temps 
pouvant toutes être calculées par 1e moyen de la formule 


* 

•.Ai 


w . r ur 

m = — An cos. i — — au 
9 9 
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appliquée successivement à tous les orifices, et l'hypothèse de la permanence 
exigeant que l’on ait la relation 

S m, = Sm,. v 

* * 

» \ 

iC. Le nombre des orifices étant illimité, 
nous pouvons appliquer toutes les mêmes for- 
mules à des veines entrantes et sortantes do 
grosseurs finies et de formes non cylindriques, 
en décomposant chacune de ces voinos en un 
nombre infiniment grand de filets, et en cou- 
pant tous les filets par une surface quelconque 
LL’, dont les éléments différentiels seront les 
sections A des orifices de nos formules. 

17. A la surface extérieure de chacune de ces veines, la pression absolue 
sera celle de l’air ambiant , et par conséquent la pression additionnelle p 
de nos formules y sera.nulle; mais dans l’intérieur d’une veine non cylin- 
drique, la pression p de nos formules sera égale à l’intégrale des forces Cen- 
trifuges des parcelles de liquide le long d'une coücboNA, menée du dohorfc 
perpendiculairement à tous les filets consécutifs, jusqu’à la section A de 
celui dont on voudra connaître la pression />. ’ 

On pourra concevoir ainsi nno multitude de courbes différentes qui 
viendront du dehors normalement à tous les filets consécutifs en un même 
point A, et la loi de l’hydrodynamique devra nécessairement être telle que 
l’intégrale des forces centrifuges h long de chacune de ces courbes sera la 
mémo ; car, autrement, le mouvement changerait d’un instant à l’autre et 
pe serait plus permanent. • 

•18. Quoi qu’il en soil des règles de l'hydrodynamique , dès qu’il y aura 
permanence dans l’état de mouvement d’une masse liquide, on réussira à 
démontrer nos formules, et ces formules nous permettront d’énoncer le 
magnifique théorème que voici : ' ■ * ' 

Dans une masse liquide, qui sera gênée dans son mouvement par des cloisons, 
de formes quelconques, nous pourrons concevoir une surface rentrante sur elle- 
même qui retranchera du système entier telle partie que nous roudrous. et 
pourvu que f état de mouvement soit- exactement permanent 4ms ta partie r«- 


» 
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tranchée, il nous sera permis de faire abstraction de l'état de mouvement ifiti 
aura lieu , pour ne plus voir que les forces ci-après : \ ' 

I* Le poids du système dans toute F étendue de la partie, ir tranchée ; 

2° Les pressions A p dirigées normalement du dehors an dedans sur tonies 
les parties infiniment petites A de la surface, par laquelle il nous plaira de 
limiter les veines entrantes et sortantes; • 

5* tes forces m,n, dans la direction des vitesses u, à fous les orifices d'entree, 
et les forces m u en sens contraire des vitesses tc a à tous lès orifices de sortie. 

Il nous suffira ensuite de composer les fortes ainsi définies d’après les règles 
ordinaires de la statique des corps rigides, pour trouver, à F égard de telle ori- 
! pi ne que nous voudrons, les efforts résultants de translation 


P, Q, R 

et les efforts résultants de rotation 

•' ' L, Mi N, 

• * . # * • • -* ' • ‘ ^ * 

avec lesquels le système des cloisons, pressées par la masse, liquide en ino/nit- 
me.nl, chassera sur ses points if appui dans les directions des axes et autour 
des axes qui auront servi à la composition de toutes les forces et de-tous les 
couples de ces forces. * >. 

49. Ainsi, dans le cas d’uu vase BCDK ali- 
menté par une veine FG, et duquel s’échappera 
une veine DH , nous pourrons couper les deux 
veines par des plans perpendiculaires ou. obli- 
ques A, A., et pourvu que les vitesses u, u, puis- 
sent être considérées comme étant sensiblement 
égales et parallèles en tous les points des sec- 
tions A, A„ nous pourrons négliger les pressions 
additionnelles p,p, dans ces sections, dé manière 
à ne plus avoir à considérer que le poids entier 
•lu système limité par, les plans A, A,, et les deux forces 

mu , mu. 



tin première dans le sens de la vitesse », et In seconde en sens contraire de 
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lu vitesse u, i , dont lu composition , d'après les rèj>los ordinaires de la sta- 
tique des corps rigides» 1 nous fera trouver les efforts que le vase fera sur ses 
points d’appui. 

50. [<ors donc qu’on voudra comparer ces efforts, à l’état de mouve- 
ment du système, avec ceux qui auraient lieu à l'état de repos, en l'absence 
des veines FG,I)II, on se trouvera obligé de faire la section V tout au ras 
de la surface du niveau BC dans le vase, et la section A. tout au ras de l’ori- 
fice de sertie en D; mais, en principe, on ne pourra manquer de trouver 
exactement les mêmes efforts, quand on fera les sections A . V partout ail- 
leurs, pourvu qu’on même temps l’on ajoute au poids du système les poids 
des trouvons correspondants Ali, DA,. 

ÎH . Il suit de la que le -changement de la vitesse , par suite du change- 
ment de position de la section A,, sera dans une relation directe avec le 
poids du tronçon de veine que, par le changement de positio.il du plan A., 
on sc trouvera obligé de compter en plus on en moins parmi finîtes les forées 
do pesanteur du système. 

Pour trouver cette relation de la manière la plus simple, nous n'aurons 
qn’ii faire deux sections quelconques A,, A, dans la veine '1>H, et alors nous 
reconnaîtrons facilement que, sur le tronçon A.A, pris à part, il devra y 
• avoir équilibre selon les règles ordinaires de la statique des corps rigides 
entre le poids du tronçon P et les deux forces 


wu, , mu, 



dont la première sera dirigée par le contre de ligure de la section A, dans 
le seus de la vitesse et l'autre par le centre de ligure de la section A, en 
sens contraire de la vitesse 

, . 

52. Vu moyen de cette dissertation, notre théorème des forces de réac- 
tion doit èlre cftmpris du lecteur dans son entière pureté et dans son 
excessive généralité. 

En principe, on ne devra pas se préoccuper de l’état de înouvenienl 
d’une -masse liquide quand toutes les parcelles de cette masse se renouvel- 
leront incessamment avec le temps,' sans qu'il y ait de changement dans les 
vitesses successives en un même lieu, ni par eonséquentdansle volume occupé. 


î f. 


4 


•«. 

_ « 




••u * 


4 v . 

• ; V: 

x, * * 

-1 


On no devra considérer alor- que le poids entier, du volume occupe, : ’jj 


V * 
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avec les pressions A p aux orifices, et les forces mu dirigées respectivement 
dans le sens des vitesses m à chaque orifice d'entrée, et en sens contraire 
des vitesses a à chaque orifice de sortie. 

55. En désignant par a la section perpendiculaire d’un filet entrant ou 
sortant , on aura toujours * ' , * • - 


▼ <. 


et par conséquent 


'Or 

ni= — mt 

9 


mu = — au 

9 • 


I • 


puis en désignant par h ce qu'on appelle communément la hauteur due à 
une vitesse ti, on aura encore .... 


u : 
mu : 


: i tsHth 



'■;m* m 



compris 


d ou il resuite que 1 intensité de chacune des 
forces mu Sera égale à doux ibis le poids d'une 
colonne liquida, ayant pour hase la sectimi 
perpendiculaire d.un filet, et )»our hauteur celle 
due à la vitesse de'Ce filet. 

8i. Supposons, par exemple, qu'une cloisou 
BC serve à faire changer la courbure d une veine 
liquide; alors en coupant cette veine par deux 
surfaces planes ou ‘courbes- A,, A, en deçà et au 
delà de la clqison BC dans des régions oiT les 
vitesses «, de toutes les parcelles qui traver- 
seront les surfaces coupantes ‘pourront être' re- 
gardées comme étant sensiblement égales et pu- 
ces surlaces, il nous su Dira de désigner par » la 
dans I unité de temps, et de considérer h*s 
iilsi que le poids du tronçon de veine 
i coupantes de A, en A„ pour que la corn- 
és lc« régies ordinaires de la statique des 


- / 




i • . . . 


*• * *■ ’ j 


. »V i . * *• 

%> > - •; 




. 
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coqw rigides, nous fasse traquer les efforts précis de la masse liquide en 
mouvemeul sur la cloison BG. 

KK. Quand la cloison BC sera d'une forme cylindrique verticale, le poids du 
tronçon de veine A.A, cessera d'agir sur In «foison, et il n'y aura plus à con- 
sidérer que les composantes horizontales des deux forces mu, , mu,, à moins 
qu il n’y ait du frottement ou de l’adhérence entre le liquide et la cloison , 
auquel casai faudrait tenir compte encore d’un effort vertical égal à la somme 
de ces frottements, dont la valeur serait précisément la résultante du poids 
du tronçon A. A, et des composantes verticales de forces mu., mu,T 
?I6. Nous pourrons concevoir uu 'liquide de nature visqueuse ou un 
amas de matières pulvérulentes, «ms. qtie l’énoncé de notre théorème en 
doive être changé, quand les pressions p dans les orifices ne cesseront pas 
d’elfe nulle» ou perpendiculaires aux surfaces. A de ce? orifices et qu’il y 
aura tou jours une exacte permanence. 

Avee des matières visqueuse» ou pulvérulentes, les pressions p dans les 
orifices A pourront agir obliquement suf ces surfaces, et pourvu qu'on 
tienne compte de ces obliquités, notre théorème subsistera encore. 

R7. Quand il y aura des lournoimcnfs dans le volume occupé et surtout 
des flexions alternatives dans les parois d'un vase, on ne pourra plus, il est 
vrai , faire l'hypothèse d’un état de mouvement exactement permanent, mais 
dans le mémoire déjacifo, il est démoutré que des changements alternatifs 
dans le vojume occupé ne produiront que des changements alternatifs cor- 
respondants dans les quantités P,Q, R, L, M, N de nos formules, de telle 
sorte qne si l’on ne tenait pas compte de ces alternatives dans la recherche 
des intégrales 


£**• Çu, ç»*, £*» 


on ne commettrait aucune erreur, si aux deux instauts t,,t, le système se 
trouvait dans deux situations identiques. 

38. Les quantités 


Snut cos. a , Smacos. |3 , Smw cos. y 

de nos formules sont les sommes des produits des masses entrantes ou sor- 






*- s. 


’1 

C. 






a. 
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(antes m par les vitesses effectives v cos.a, u cos. p , « coe. y de ces masses. 
Or, en désignant par 

x, y, z les coordonnées variables du centre d'une masse- m , 

Z, r., ç les coordonnées du centre de gravité d'un groupe quelconque 
de masse m , • . .. . ». -, 

M la masse totale du groupe, .. 
on aura toujours : ; , .. . .. 

M- -H mx -f- m"x u -fr .. .j v 

-d’où : .. •' ‘ ' , -• .• . 

„ d? die ,dx'<„ dx" , 

M — = m — ■+■ m — — P m — — b - ». 

dt dt Ht dt , ♦ 

> . . • • ‘ ’ ' v ' 

y * f •. » » 

et pareillement dans les directions des y et des z, de telle sorte que dans 
nos formules, il nous sera toujours loisible de faire , 


d( 

dt 
de 

Ti 

Sinu cos. •/ cM — , 
' dt 


Suitt cos. o — M 
Smacos. p = M 


ce qui démontre que , dans le calcul des efforts de translation 


P, 0, R, 


il ne sera pas nécessaire de connaître les v itesses effectives w dos masses mj 

mais seulement les vitesses^, ti ~r du centre de gravité de ces masses 

dt dt di . y 

groupées comme on voudra. 

59. Ainsi, .dans le cas d’une veine liquide poussée par un piston , ce seiti 
la vitesse de- piston qu’il nous faudra connaître et non pas les vitesses laté- 
rales des particules liquides dans le sens perpendiculaire au mouvement du 
piston. 

Mais cette simplification de notre théorème des forces de réaction ne 
s’appliquera pas au calcul des couples ou moments L, M, N. 


=?v. ; v ; 

-r . Vy :j 
•7 * . • « •* 


v 

'*W * " 
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SECTION IV. 


UK LA THÉORIE GÉNÉRALE DES MOUVEMENTS RELATIFS. 


- * . i ' ' . j 

1. La dynamique des corps à volumes finis que nous venons, d’expown- 
dans la précédente section, n’est fondée que sur deux choses, d’abord tes 
trois équations 


d’x „ 

»» -7Y = \ 

de 

d'y v 
,„- = Y 

<f*_ ? 

m dF~ Z 


0) 



dn mouvement d’un jvoint matériel, sollicité par la résultante F de toutes 
les forces X,Y,Z sur ce point, et ensuite le seul artifice du classement 
des forces F en forces extérieures et en forces intérieures. 

2. Il s’ensuit que si l'on nous donnait par rapport à un autre système 
d'axes, les équalions fondamentales du mouvement d’un point matériel 




39 
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nous pourrions nous proposer de développer avec les équations 12) tous 
les mêmes principes de mécanique, que ceux qu’il nous a été possible de 
fonder avec les équations ( I ). 

La théorie générale des mouvements relatifs se réduira donc à un pro- 
blème fort simple : Connaissait I h-s équations ( I ) du 'mouvement d’un point 
matériel de masse ni par rapport à un sijstème donné d’axes rectangulaires des 
x, y, z trouver les équations correspondantes du même état de mouvement, de la 
même masse m, par rapport à un système d’axes rectangulaires des x', y', it' qui 
se mouvra d’ une manière connue peu- rapport au système des x, v, z, et ce pro- 
blème ne sera qu’une question de pure géométrie que. nous pourrons ré- 
soudre immédiatement 

3» Quand les axes rectangulaires des x , y'^z, se mouvront parallèlement 
à ceux des je, y, z nous n’aurons qu’à désigner par L r» t les coordonnées 
variables de l’origine mobile, pour avoir à tous les instauts t 


x = Ç + x’ 

y = « + y 

: ï =5 + s ' 


(») 


ce qui nous donnera : 

dx dt, <£ç’ 

• dt dt + dt 

.< dy __ tir, ^ dy’ 

dl dl dt 

dz de, ds 

• dt dt " + * dl 



Ainsi les vitesses primitives dans le système des x, y, z ne seront que'les 
sommes algébriques des vitesses de l’origine mobile, et des vitesses subsé- 
quentes dans le système des x', y', z, c’est-à-dire en d’autres termes, que 
la vitesse primitive t> d’un point se trouvera déterminée en direction et en 
grandeur par la diagonale du parallélogramme, que l’on pourra former 
sur la vitesse subséquente v du point, et sur la vitesse U de l’origine comme 
célés. 
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4. En dilïërentiant une seconde fois nous aurons : 


ni 


Y/ \ ..*r 


dV 

dt r ~dï + de 
dj_d\ dV 
d£-<h 1+ dC. 
_ d% m. 

dt' ~ dt' + dt 




c'est-à-dire que la relation des dérivées secondes sera la mémo que celle 
des dérivées premières ou des vitesses, et la môme ericoçe que celle des 
coordonnées. 

, De plus nous aurions la môme relation pour tel autre système de dérivées 

d'un ordre plus élevé, qu’il nous plairait de chercher.- * 

* . * # • .* 

5. Mais cela ne nous importe pas ici, car en transposant nos équations 

des dérivées secondes, nous en tirerons : 

d'x 
dt' '' 


dt' 

dV 

dt' '' 


et par suite nous aurons : 


d’x' 
dt‘ 

, d -ï- 

dC 
dV 
1 dt‘ 


d’x 

d’Ç 


dt ' 

dt' * 


d'y 

d’n 


dt • 

dt 1 

t . , , » 

d'z 

d'Z 

# 

‘ «** ';>* * ■ * 

dt' “* 

dt' 


. V 

<n \ 

•• 

. A 

m 7? 

• 

: Y — 

d’n 1 
” dt' j 

« 

Z — 

d’Z ) 
m dP 1 



c'est-à-dire que les forces X', V', Z' du mouvement subséquent par rapport 
an système des t! , ÿ', z' proviendront de la simple addition des forcés 


X, Y, Z 


'T 
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tki mouvement primitif avec d'antres forces égales aux quantités 


<n (fn d\ 

ra d(” m dt" m di‘ ' 

ce qui est déjà fort simple au point de vue purement géométrique des 
choses, et ce qui sera plus simple encore au point de vue mécanique du 
sujet, ainsi que nous allons le faire voir. 

0. Les formules (I) sont celles du mouvement (Vune masse m qui eu 
l'absence des forces X, Y, Z serait en repos, ou se mouvrait- en ligne droite 
avec une vitesse' constante dans le système des x, y, s. 

Une masse m ainsi constituée ne pourrait être en repos dans le système 
des x, y’, s qu’auiant qu’on l'y attacherait fixement et que par suite les liens 
qui serviraient à l’attacher de manière a la faire participer obligatoirement 
an mouvement de translation de l’origine mobile r„ ç feraient sur elles 
les forces 

d’$ d\ (fç 
m dt" W dF’ m dt" 

ce qui revient à dire que la masse m ferait sur les mêmes liens les forces 
traies et contraires 

d’$ dV, d‘ç 

dC dt dt 

Donc les quantités que l’on devra ajouter aux forces X, Y, Z du système 
primitif pour avoir les forces X', Y', Z' du système subséquent, seront tou- 
jours les forets absolues que l’on parviendrait à constater par des expériences 
dynamomélriques à l’état obligatoire do repos dans le système des x\ y, s', 
avec une masse m qui d'elle-méme resterait on repos dans le systèmes des 

x, y, Z. 

7. St la masse m ne pouvait rester à l’état de repos dans le système des 
x,y-> 2 , qu’au moyen de la force F d’un fil, il faudrait que dans le système 
des x', y', a' la même masse m tenue obligatoirement en repos fût 


r 
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sollicitée à la fois par la force F du premier fil, et par la force F, d’un se- 
cond fil égal et contraire à la résultante des forces d’inertie 



d'r, 

‘dé’ 



Il s’ensuit que la signification expérimentale des formules (5) par rap- 
port aux axes rectangulaires des x, y', z sera exactement la même que celle 
des formules ( I ) par rapport aux axes rectangulaires des x, y, z, et que l’on 
pourra invoquer tous les mêmes raisonnements |>our trouver avec les 
équations (3) dans le système des x', y', z' la loi du centre de gravité, celle 
des aires, l’équation des forces vives et les formules de notre théorème 
dos forces de réaction pour telle réunion de masses m que l’on voudra, 
dès l’instant qu’on connaîtra les valeurs effectives des dérivées secondes 


<n _d\ _ dx 

dt' ’ dt 1 ’ dC 


qui joueront lé même rôle dans le système des axes rectangulaires des 
jd,y',z' que la constante g dans les phénomènes de la pesanteur à la 
surface de la terre. 


8. I,es dérivées secondes, dont il est question, seront communes à 
chaque instant à toutes les masses m d’un système, et par conséquent toutes 
les règles de la composition des forces de pesanteur des corps à la surface 
de la terre s’y appliqueront, à cela près que les grandeurs de ces dérivées 
pourront varier arbitrairement d’un instant à l’autre. 

9. Quand le point ç se mouvra en ligne droite avec une vitesse 
«•onstante, on aura • 


d'x 

m dT = X 

m§(' = Y 
dt 

d'z_ 

m 7c = z ' 


» 
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c’est-à-dire qu’il y aura à foire usage des mêmes forces X, Y, Z dans le 
système des x', y', a'-que dans le système des x, y,z. 

40. On trouvera alors pour l’équation générale des forces vives, dans 
U b cas 

^ -mr' — ^ Smti* = E \ ( X(te + Y dy -+• Z dz) ■+- £ C JWr, 
dans l’autre 

* £ tm>‘ •+■ ^ Eim’ o '= S jj (Xrfj-'-f- Ydy'-h Ut ) -+• ïj Rdr, 

le terme 

£ C* Hdr 

J"' 

ne pouvant manquer d ’ètre le même dans l’une et l’autre formule. 

14. 11 suit de là qu’en retranchant les deux équations l’une de l’autre on 
arrivera à une relatiou générale de mécanique, qui ne dépendra pas des 
forces mutuelles du système, et comme les vitesses constantes de l’origine 
mobile 

d£ dr, dç 

dt ’ dl’ dl 

seront absolument arbitraires, il faudra évidemment que cette relation se 
décompose en trois équations distinctes.- 

Si nous effectuions en effet les calculs que nous venons d’indiquer, nous 
retrouverions la loi connue du mouvement du centre de gravité d’un sys- 
tème en fonction des seules forces extérieures X, Y, Z. 

42. -Si, au lieu d’une réunion quelconque de points matériels, nous ne 
considérions qu’iine masse liquide dont le mouvement serait gêné par des 
cloisons fixement attachées au système d’axes rectangulaires des x',y',s, et 
s’il nous était permis encore de concevoir l état de mouvement comme 
étant sensiblement permanent dans l’un qt l’autre système d’axes," nous 
pourrions chercher à développer nos deux équations des forces vives de la 
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manière qui a été expliquée dans la précédente section, mais il y aurait à 
(aire remarquer qu’une pression quelconque F del’uue des cloisons siir la 
masse liquide, pourrait être remplacée par ses trois composantes X , Y , Z et 
qsc dans l’équation des forces vives, qui se rapporterait au système des 
r~,y',z, ces forces ne figureraient que par la somme J 

‘t * • . •' 

,, Xx0 + Yx0 + Zx0=0 

tandis que dans l’autre équation nous aurions à mettre la quantité 


Xdl -+• Y dr, + Zdt, — (x + Y J + Z J) dt 

pour chacune des forces F pendant le temps dt, et par conséquent pour la 
totalité des forces F pendant l’unité de temps, la quautité résultante 

T = s(xJ + y^-f- zÿ) = ^SX+ JsY-f ÿsZ 

\ dt dt dt] dt dt dt 


qui représenterait la somme du travail moteur, que la masse liquide en 
mouvement servirait à transmettre au système rigide des x, y', z. 

Donc la quantité de travail T resterait dans la différence des deux équa- 
tions, et comme la quantité généralement inconnue 


ue s’y trouverait plus, nous parviendrions manifestement à une expression 
rationnellement exacte de la quantité T en fonction dos forces de pesanteur 
du système et dos seules vitesses », u' des particules liquides aux orifices 
d’entrée et de sortie. . .. * * • 

Tel est le point île vue qui a été mis en avant par M. Coriolis et développé 
par lui dans quelques cas particuliers. 

43. Mais notre théorème des forces de réaction nous mènera plus sim- 
plement au même but et encore au delà. 
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Concevons en effet des vases ou des canaux fixement attachés aux axes 
rectangulaires des x , y , z, et alimentés d’une manière exactement perma- 
nente par une ou plusieurs veines liquides, supposées entraînées dans l'es- 
pace avec une vitesse égale et parallèle à celle des axes rectangulaires des t, 
y', z afin qu’un observatenrqui participerait au mouvement de translation de 
ces axes, ne pût voir que des filets - exactement détermines dans leurs formes 
et directions, à travers les mêmes orifices d’entrée et de sortie toujours. 

Alors il est clair qu’en invoquant notre théorème des forces de réaction, 
et en regardant les pressions additionnelles p„ p, aux orifices comme nulles 
ou négligeables, nous aurons . 

P = Sj Xim -4- 6m/ «/ cos. */ — S m,’ u,’ cos. 

Q = 2^ Yim 4- Si»/ h/ cos. (3/ — Si»,’ cos. (3/ 

R = Sj Zi m 4- Sm/u/ cos. y/ — Sm/ii,’ cos.y,’ 

L = Sj nwm x TSm 4- S momyin/u/ — S moniym/u,' . 

M = li moi», Fim 4- Smorn, m/ u/ — Sniom, m/u, 1 
N3 ü| mom, Fim 4- Smorn, m/u,’ — Smom.m/u,' 

o'estrè-dirc que nous connaîtrons les efforts résultants de translation 

p, q, r 

• / : 

• » * * * 

et les efforts résultants de rotation 

L, M, N 

de la masse liquide en mouvement sur les vases ou canaux, en fonction des 
forces de pesanteur du volume occupé et en fonction des seules vitesses 
u\ des masses *»'„ m\ aux orifices d’entrée et de sortie. 

44. Si nous convenons en même temps de désigner par 

o, b, c les composantes de la vitesse u d’une masse m dans le système 
des x, y, z, 

a', b', c les composantes de la vitesse correspondante «’ de 1a Même 
masse m dans le système des x, y' f t‘, . 
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et pareillement 


2m,' b,' — 2m,'A' = Sm,' b, — Sm, b, 
— 2m, 'c,' = Swi.'e, — 2«i,'c, , 


( 7 ) 


33) 

A, B, C les composantes de la vtiesse de translation l’ du système des 

x, y', 

nous pourrons d’abord mettre les expressions des efforts de translation P, 
y. R sous la forme 

P ~ 2i Xâm -+- Sm,' a * — Sm,' a,' ' 

Q = 2) Y 3m + Sm, ' b ,' — Sm,' b,' 

R = 2^ Z im -+- S m,'e,' — Sin.'c,' 

puis uous aurons, pour telle masse m'que nous voudrons : 

-, a — a — À 

l'=b — b' 

, c — c — C , 

et par suite, pour une réunion quelconque de masses » , 

• * s 

. 2 ma' = 2ma — A2m , 

-, * -•••*. * * * ' 

par conséquent, dans l’expression de la quantité P 

£m,' n,' = 2m,' e, — Mm,' 

2m,' d,' = 2m,' a, — A2 y 

et comme l’hypothèse de la permanence exigeraque l’on ait : 

2m,' ~ 2m,' , 

nous en conclurons 

. 2m,'e,’— 2m,'o,' = 2w,'<i, — 2m,’ «, ^ 


eequt nous démontre que dans les expressions des forces réaulhurtos P, y, R, 
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il sera parfaitement indifférent de mettre les vitesses u par rapport au sys- 
tème des x, y, z, ou les vitesses »' par rapport au système des x', y', z'. 

lu. Nonldions pas que jusqu’ici le réservoir qui fournissait les veines 
afTluenles a dû être regardé comme étant animé d’une vitesse de translation 
égalé et parallèle à celle du système d’axes rectangulaires des x, y', z. 

' Concevons maintenant un réservoir fixement attaché au système d’axes 
rectangulaires des x,y,z, et une série régulière de Vases ou de canaux 
fixement attachés au système d’axes rectangulaires des x', y’,z'. 

Alors, il est clair qu'une même veine fie pourra verser indéfiniment dans- 
le même vase ou dans le même canal, mais la totalité des vases ou canaux 
recevra la totalité des masses m, ■fournies. par le réservoir; et quoique l’hy- 
pothcsc d’un état de mouvement permanent ne soit plus possible dans 
chaque vase en particulier, il est facile de voir cependant qu’il pourra y 
avoir une outre sorte de permanence en ce que le volume occupé ptfr les 
•masses liquides dans la totalité des vases, ou F espace hydtophore comme on 
dit ordinairement dans la théorie des roues hydrauliques, sera, sinon inva- 
riable, du moins périodiquement changeant, entre des limites d’autant plus 
resserrées que les orifices des différents vases que traverseront successive- 
ment les veines affluenles, seront plus petits et plus nombreux. * 

Or, eu réfléchissant à un tel étal de choses, et en se pénétrant bien de fa 
démonstration des formules de notre .théorème (les forces do réaction, on 
ne tardera pas à comprendre que rien ne devra changer dans ces formules, 
quand on voudra les appliquer j).un espace hydrophare exactement inva- 
riable, a travers lequel passeront incessamment et régulièrement des cloi- 
sons résistantes et sans épaisseur/ qui n’a uxont pas la vertu de faire changer 
la figure du volume 'occupé. 

On ne pourra, il est vrai, se procurer des cloisons résistantes sans épis- . 
sèur, ni obtenir un espace hydrophorc exactement -invariable, mais dans 
te mémoire déjà cité, il est démontré que des changements alternatifs dana 
l’espace hydrophorc ne produiront que des changements alterna tifs corres- 
pondants dans les efforfs P,Q,li,L, M, N*, de telle sorte que les hilègràlos 
do ces efforts, par rapport au temps, ne différeront ps des intégrales des 
valeurs moyennes de ces efforts, -chaque fois qu’aux deux limites t, t‘ des 
intégiiitious, te 'sy&èmo sc refrOuyorà dnus deux situations identiques, e.| 
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si'ceia est, il s’onsuix ra que dans le nom el élal de choses que nous exa- 
minons, on aura moyennement : ... • . -,o 

P = £J X3m 4- Soi, <i, — fini, a, = -J X'îm 4- Ôm.a,* — Sm, a,' \ 

Q = SJ Y 5m 4- Sm, ft, — S ni, b, = SJ Y3m 4- Soi, 6,' — Sm, b,' J (8) 

U = SJ Z im 4- Sm, c, — Sm, c, — SJ Zim 4- Sm, c,' — Sm, c,' J 


c'est-à-dire qu’il n’y aura pas de' changement nti fond entre tes fotimHi* 
(7 et 8)» puisque les deux systèmes d’équations uc différeront entre eux que 
par les lettres (/«,, m), (m'„ wi'.j doht ics Ones se rapporteront à la totalité 
des masses liquides fournies par le réservoir des x,y,z, et dont les attires 
se rapporteront à la totalité des masses liquides fournies par le réservoir 
1 des a? , y , a .b* c , ' 

’V- 

f6. Cela posé, nous aurons manifestement : 

Ter 

I = EA4-QB4-RC4-|.X0+Mx04-NkO ,{9) 

*■ J • » . * .* * - X 

a j • , * v « 

pour la totalité «lu travail moteur, ï que la masse liquide en mouvemeut 
transmettra à la totalité des vases ou canaux, qui tiendront fixement au ' 
système mobile des axes rectangulaires des x', x, z , cl par suite, en y sub- 
stituant les expressions connues des quantités P, 0, R , noufc trduverons : 

•* > * «ç 

' T=[A2J Xem4-BÇJ Y^m-f-O* 7xjm]4-Sm,[Aé.4-IM'.4-Cc.J-Sm,[A a ,4-IW< 1 4-Cç l ] 

. ,• SM 

. ■ -, _ • * | 3 ,• • î 

Nous aurons, on meme temps, pour telle masse m que nous voudrons : 

«•=,„-a; ' >* * * 

• ‘ ’ ■« * ' * 

d’où : • * . ■*> » - t '• •• •- 

> Aa = -“ : — j«" .+ ^ A ' . . JM 

i.. „ i., .. . 1 


SmAa =: - Sma* — - S ma’’ 4- - A'Sm 

v S i î 


4ffV* 

.j* 
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et par conséquent à l’égard des masses m, et «, aux orifices d'entrée et <le 
sortie, • , • 

Sm An =b - Sin n ' — - Sm.a," -+- - A'Sm 

' ' g •• ^ *• 4 * ' > . 

• Sm Afl, = - Sm.a,’— - Sm « 0 + - A'Sm , 

■ i i , j <4 î 


puis en vertu de l’hypothèse de la permanence : 
. . 8m,=Sm,, 


et par snite : 


Snj f Ao, — Sm,Aa,= ^ Sm f a,’ — " Sm t a > ' 1 — ^ Sm.o,’ ^ Snt.a,' 1 , 


île même : 


Sm.BA. — Sm.B*, = l - Smb: — -Smb n — i S ml' 4- - Sm.A,” 

• • g • • j • * j * » 2 

• Sm Ce. — Sm.Cf, = - SA. - S me” — i Sm.e’ + i 

. • . , • 4 • • 2 2 

*» ' i 

Kn ajoutant enfin ces trois équations et en désignant encore par II 4e 
poids total de la masse liquide dans le volume occupé, nous aurons 


T=snUeos.(lCï:) 4-ism,«.‘— iSm.a,'’ — i Sm.u.’+iSm.a,'* (10). 


17. Telle est en effet la formule que nous trouverions par la méthode de 
• M. Coriolis, à l’aide des équations (6), mais il nous faudrait employer des 
raisonnements plus subtils, et nous ne connaîtrions pas les six quantités 
*,Q,R,L, M, N. 

48. Dans l’équation (10) le poids fl sera de nul effet, quand la vitesse T 
sera dirigée horizontalement. 

* .. . 

19. On a vu aussi que dans les trois premières des six formules de notre 
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théorème des forces de réaction, nous n’avions pas besoin de connaître les 
vitesses effectives des masses entrantes ou sortantes, mais seulement celles 
des centres de gravité deees masses groupées arbitrairement entre elles, et 
en effet, si nous ne connaissions pas encore cette propriété, nous la ver- 
rions maintenant avec une entière évidence dans la formule (I0J; car, en 
désignant par » 

Y 'la vitesse du centre de gravité d’un groupe de masse « , 

» la vitesse totale de l’une des masses m , 

», la vitesse relative de la même masse m par rapport an centre de 
gravité du groupe, 

on aura toujours ; • * • * 

i Enta’ a= i Y ’ïm + - E»iv r ’ 

4 4 4 

par rapport au système d’axes rectangulaires des x, y, s, et pareillement : 

• - W’ = - V"£»n +! £rm. r ’ 

4 4 4 

par rapport au système d’axes rectangulaires des x, y', z. 

Le terme 

étant nécessairement le même dans les deux formules, nous aurons par 
soustraction : - . 

« . • • *" * 

- W-“-- W’=iv- , Ea» — iv"»*; • 

4 4 4 4 ’ 

#. „ . 

et par suite, en faisant encore 

Em, = E« t = M , 

l’équation (JO) se changera en 

T = IlL cos. (ÎT/Ï5) + - MV.’ — - MV/ 1 -— - ^MV,” (10 bu). . 
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20. Telle sera la formule rigoureuse de différentes propositions que l’on 
a admises et appliquées, depuis longtemps, avec plus ou moins d Lnoxacti- 

- tude, en s’appuyant à tort stlr l’ancien et obscur théorème do Carnot dans 
le choc des corps dors. • ; 

■ * • 

21. Mais ce ne sera^ qu’une formule de principe que nous devrons voir 

dans I équation (10) ou 1 10 bis), car des l'iustant que nous voudrons dévelop- 
per lune ou la y Ire de ces équations, nous reconnaîtrons immédiatement 
que toutes celles di-s vitesses composantes qui seront dirigées perpendicu- 
lairement a la vitesse de troMslation U du système, y seront de nul effet, et 
que la seule loree utile dans le sens de lu vitesse U se réduira à 

F, = Il cos. (ïtTc) 4- Sffl.n, cos. (u„,U) Sayu, cos.(m,,U) 

. . =n cos. (nTtr) -+- M [V. cos.(V^U) — v , cos. (O)] » 

puis le travail correspondant deviendra 

T = l F c = nr cos.(n,L!) 4- U[SiM t u, cos.(u,,l’) — Sni.u, cos.(u,,U)] = 

. =nüoos.(n^)4MU[V, J cos.(CC) — V, cos.(^E)]. 

22. Quand le système d’axes rectangulaires dés x', y', z' des formules (2) 
sera animé d’un mouvement quelconque de rotation par rapport au système 
des a, y, s des formules ( 1 ), la relation des quantités X', Y J ', Z' avec les quan- 
tités correspondantes X, Y„Z, pour le même état de mouvement dans l’es- 
pace d une môme masse m, deviendra naturellement plus compliquée. 

Il nous suffirait en effet de transcrire les calculs qui ont été effectués à 
eè sujet par M. Coriolis pour faire voir qu’en prenant une môme origine 
pour les deux systèmes d’axes, et en désignant par : 

F la résultante des forces X, Y, Z des équations ( 1 ), 
a, ( 3 , y les angles de la môme force F avec les axes rectangu- 
laires des x, y, z, 

x , p', ■/ les angles de la môme force F avec les axes rectangu- 
laires desVy'z’, 
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p ,q\r' les vitesses de rotation composantes anfotir des n\cS 
••* ' ‘ ••' rertan;;ulnires des d, y', *', 

mf t , mfy , mf t , les projections sur les directions desx'.y',::', de ta force 
v leiilriluj'c d une masse m, considérée comme 

, . • tou rnent attachée au Jieu.-t'jÿ^' du systoiue lour- 

uaut, la où ceüa masse çe Uou\(H ’9 à l'juistont^ , 
— — ml ,-, — i/if, les composantes de la toreo d'inertie lançon licite 
, . d une musse m dans. la même sup|»osilioii , 

on aura, d’ime pari, dans le système des x, y, z : 

«*•••>* .>*•"* • -y • ■— . . : J- 


vst 

J r'* 


% r •*» 


• * f ^ 


* * 
A* 1 . I 


ti‘.v 

inr- — - =: r cos. a 


*e 

d‘u 

— = F cos. (3 

£g 

dï 


( 12 ) 


• . * 
■W 

Sietwr. 


d't y 

m — — l COS. y 




et d’autre part, dans le système des % , a', z : 

« * • ' -.jj - • . • * • • • . / ( ( . T 

•»*- m ~ =(F cos.o’ 4- mjt — nifx-) + 2 W- — - 

’jjy vi /• » p’rfs' — r'ilx'' 

m — t P eno ft' U. m/ . - ml \ _L- -»•** 




' ' m =5 (F co». mfy — mf,-) 4* îm - 


ir 


f»3) 


(/'/ , q‘tlx~y p'dif ^ 

m -rr — (F cœ.y 4- m/,> — m/,.) 4- £tu - — — 1 


I.V-V— 


di’ 


«Il 


a»». 


les 'quantités entre parenthèses dans lés deuxièmes membres ayant fci 
même' stçiJfncatîSh mécanique qùe lés deuxièmes membres des formules^ ?*J 
dans le cas* de la pure translation du système «Rixes redan^nlaîres dés 
x' y', d par rapport h celui des a?, y, z j et lés derniers termes fcenls devant 
être interprétés d'une manière ifotiVelle.'* > •* v 

Çcs dernier» termes seront tota jours nuis pour une masse m. qui 
n aura pas de vitesse dans le système d'axes reclauquluires des x,y' , z'f et 
ils aiqjmi'utejont d’autaul plirs que la vitesse d d'une masse. iu dnils.ee sys- 
i deviendra plus considérable; ils scrouLuuls aussi quami les vitesses 


Oigitiz^cJ by Google 




DEUXIÈME PARTI K. 


de rotation composantes p, q', r seront milles, et ils augmenteront propor- 
tionnellement à la résultante «' de ces vitesse de rotation, comme aussi 
proportionnellement à la vitesse résultante v'. 

. 23. Ainsi dans le cas où la commune origine de nos deux systèmes d’axes 
serait prise au centre du glolie de la terre, le système des x, y, * étant fixe- 
ment attaché à la sphère céleste et le système des x , y', z' tenant invaria- 
blement au globe, si lions parvenions -à représenter le mouvement (Tune 
masse m entièrement libre, dans le premier cas par les formules (1 2Ï, il nous 
faudrait employer dans le second cas les formules ( 1 5), d’on il suit que 
l’intensité absolue de la pesanteur terrestre à l’égard de ht sphère céleste 
se modifiera à l'égard du globe, non-seulement per l’adjonction de la force 
centrifuge et de la force d’inertie tengentielle d une masse m, supposée 
fixement attachée au globe pendant sa rotation, mais encore par l’adjono- 
tion des forces . 


r du — q'ds p'ds — r'dx 

im , *m 


Un 


•tjdx'—p'dy' 
~dt 


«pii seront toujours nulies dans l’expérience dynamométrique d’un fil à 
plomb, à l’état de repos, et dont l'effet no sç fera sentir qu’à l’état de mou- 
vement d’une masse m, avec une intensité d’autant plus grande, que le mou- 
vement de cette masse, dans le système tournant des x , y’, z', sera plus 
rapide, ou <jne (a rotation du système sera plus considérable. 

Donc si l’action de ta pesanteur peut être considérée comme ne dépen- 
dant pas de la vitesse des eorps en mouvement à l’égard de la sphère céleste, 
elle dépendra nécessairement de cette vitesse à l’égard du globe, c’est-à-di*e 
à l’égard d’uu système d’axes rectangulaires des x, y 1 , %’ qui sera fixement 
attaché iu globe; mais cette influence sera nulle pour les corps en repos, 
négligeable dans le cas dea mouvements très-lents, et sensible à peine avec 
les plus grandes vitesses de 400.à 500 mètres par seconde des.projectileS dès 
bouches à feu, ainsi que nous le vçrrong tout à l’heure. 

24. Nous pouvons ajouter que, si la commune origine de nos doux sys- 
tèmes d’axes était prise à la surface du globe pour UBe masse m , qui s’é- 
loignerait très-peu de cette origine, les quantités f èt i seraient négligeable* 


i 
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dans les formules ( -15}, ce qu’il ne faudrait pas interpréter en disant que 
l’intensité relative de la pesanteur ne diffère de son intensité absolue que 
par l'adjonction des termes • • , . ; 


r'dW' — q'ds p'dt — r'dx q'dx — p’du 

dt » vn ~ - d t — ’ imL -dT A 


car ie système actuel des axes rectangulaires des x, y, z, avec une origine à la 
surface du globe, serait précisément dans le même étal par rapport au pré- 
cédent système des y, y, z, que si dans les formules (1) et (5) nous exprimions 
que le point r„ ç participe à la rotation du globe autour de son centre. 
Nous n’aurions qu’à développer, en effet, cette manière de voir pour 

dissiper toute obscurité ou toute apparence de paradoxe. 

' • <■ . * à • 

25. Nous pourrions faire voir encore qu’en projetant la trajectoire d'un 
point matériel de masse m, sur un plan perpendiculaire à l'axe instantané 
de la rotation du système, et en désignant par 

u' la projection de la vitesse v' sur ce plan , 

J la vitesse angulaire de rotation du sylème des axes rectangulaires 
des x', y’, z autour de l’axe instantané, 

les derniers termes des formules (13) ne seront que les projections sur les 
axes rectangulaires des x', y, z d’une force résultante égalé en grandeur 
au terme , 


2 muV , 


et dirigée dans le plan de la vitesse perpendiculairement, à cette vitesse, 
dans celui des sens que l'on trouvera en décrivant un angle droit, à partir 
de la direction de la vitesse en sens contraire de la rotation J. 

26. Nous pourrions conclure de là ou bien faire voir directement, en 
ajoutant les formules (13) multipliées respectivement par dx , dy' , dz , que 
les forces ainsi définies seront toujours de nul effet dans l’équation des 
forces vives que l’on trouvera par ce procédé, à l’égard du système des axes 
rectangulaires des x', y , z'. 

Une telle équation des forces vives ne dépendra donc au deuxième 
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membre que des forces F, R que l'on aura à y faire figurer d’après les 
équations (4 21, plus des forces/" et— dues à la mobilité du système des 
axes rectangulaires des x l y', z ; et quand on voudra supposer exception* 
Bellement que les axes rectangulaires des x, y', z participent au mouve- 
ment moyen de rotation de M. Coriolis , ces forces additionnelles f e t — t 
deviendront précisément celles dont nous avons eu occasion de représenter 
les composantes pour 


X„, Y., Z„ 


; r 


hh n“ 30 de la précédente section de cet ouvrage. , ..... 

27. Mais nous ne nous arrêterons pas plus longtemps à la théorie des 
formules (loi, parce que dans les applications vraiment utiles de la méca- 
nique , il nous suffira de connaître à fond ce que nous donneraient. les for- 
mules (15) pour le cas d’une rotation uniforme autour d’un axe fixe, et 
que ce cas particulier peut être résolu directement avec une grande sim- 
plicité. 

Concevons en effet que , des axes de nos deux 
systèmes , celui de z' coïncide toujours avec ce- 
lui des z, et que l’axe de x fasse un anglo va- 
riable 9 avec celui des x. - • -■ 

Alors nous aurons, en vertu dos formules 
ordinaires de la transformation des cordonnées.; 



x = x' cos. 9 — y' sin. 9 
\ . 5 x sin.9 4- i/'cos. 9 

. **’*’’ • ,?s * • 

d’où nous tirerons : < - 


(44) 


dx “ (dx du' . \ , . . . . (/*■ 

du (dx' . d,j \ , ; \ ■* 

Ti ~ V dT “ B " * + t cos " y + * *“■ * — * “ u 


rfs 

tU ' 


dz 

T' 
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«t. 


ifx. / dV <f ■' \ ■/ dx' . ■ dy \ d» 

#=VdT C08 ‘ ^ dF 8 in - ’ ) + dT “■ ’ “ dT v dî + 

+ (— *'co9. ? +y'8in. ç )Mj + (— o/sin.*— y'cos .9)^? 
y </*ÿ /d x t <f 5 ÿ / \ / (te* dy \ <is . ■ ^ 

■ . ïKv““- ,+ * r "*- , ) +i U c “-’- *“• v * + . . 2 . 

+('—*' sin.9 — y' co9.<j)f-^'\ +(x* cos.®— y’ sin.o) --7 

•• r- v“/ . . al . >*.• 


*’ ~ , „ , 

• • ••• \ 

Nous aurons en même temps 

m 

. . ELvi* « _ - ® _ ■ . # -# 

»* ■>•*« «sfc-y, 

V* . v 1 •». 

*• ' il.":-* •* ' - 


dx - 

— = » cos. (w 
di ' 


£ _ 


d( 


= y COS. (y, y) 



. v- v f. 


.y dx - ‘ ’ 

%• dt = Bcoa * (•**)* ' 

• *..•• 

4 N* . % 

et , par suite, nous trouverons : 

* ». ' * * ' • 

• 

,'' S V dx dy . dx' . d® 

« » «*•&*) = -09^+ ^ f sm.,= — -y ^ ^ *. 


.J • ,^\ d*' 

y cos. (y, *0= -j. 


'4' -f 




Or, en désignant par u la vitesse angulaire de rotation autour de l'axe 
des 3, nous aurons : 


4 — 


-v *i 


•ir V ■ • dl • 

• ? 






ir 

. s • 
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' “ / V 

, -»dF=-^=-7 r “ ... 

+ A:’ s + x'u= -f- — rw 

rfl . r v - * ■ 

' ; - .- 

ne seront que les deux projections, sur les axes des *' et des y, de la vitesse 
.tournante rw d’un point tenu fixement dons le système des x', y, z , au bout 
de la plus courte distance r du point à l’axe des z. 

Nous aurons donc à ériger en théorème, que : ta vitesse primitive ou absolue 
v sera toujours la diagonale du parallélogramme que f on pourra former sur la 
vitesse subséquente on relative v et sur ta vitesse tournante r M comme côtés. 

28. Pour exprimer ce théorèmo d’une manière plus commode dans les 
applications, nous concevrons trois directions rectangulaires , dont l’une 
sera celle du bras r, du centre vers la circonférence, l’autre une parallèle 
à l’axe des z, par l’extrémité du. liras r, et la troisième une perpendiculaire 
au plan méridien du bras r, dans le sens de la vitesse tournante r», ou 
simplement », ce qui nous permettra d’écrire : 


0 cos. (v, «)= U COS. (l/, w) 4* fw 
« COS. (p, r) = v' COS. ( »Çr) 

«i oos. (pTî) ; 


( 15 ) 


I B COS. (|I.,*J. 


et quand nous voudrons sous-entendre que les trois vitesses * 

lu V , r» 

seront toujours contenues dans un même plan , nous nous bornerons à 
écrire , à la manière de M. Coriolis : . '• 


b cos. (b, w) = b' cos. (p', w) + rw 
b cob. (b, u) = b’ ain. (b',m) 


(1 5 bis)r 

29. La relation des vitesses r, »' étant ainsi parfaitement connue , nous 


9 , . 
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♦ 

ferons remarqnèr, en second lieu , qv’cn vertu de l’hypothèse 

<Cz f • • 

-•» d'y _ 

m -T? sss F cos.ô 
dt’ ^ 

# * * 

* ** p 

m -tt — r cos. •/,.•. • 

dl ' 

par rapport au système d’axes rectangulaires desx, y, 3, on trouvera pour 
lo même état de mouvement par rapport au système des x, y', z : • 

i • ■ 

„ , ( iCx d’y . \ d'x' dy do ./daN* . ,d’a 

¥ cos,. = -^cos .? .+ g sm.^= m — - «m - - - mx - my g 

r* *,/ / d*X . rf*M \ (fil dx il® ,( rfa\ X , 

Fcns.p = _ C08 9 j= m _ + 2m _ my + mx ^ 

, , • d’z d’z' . 

F cos. y = m — ; = m — , ; 

7 dt • dl . ' • j . 

« / 

puis , en faisant 


dt 


= u = COBSt. 


d’ ? . . 
■3? = 0 ' 


et en transposant : 


d’x' du' 

m —r = F COS. a’ -f- mx V + tmu ~ 
dt dt 


f 1 » • 

m = Fcos. Ç)' 4- my'a — îmu 

dY _ 
m — t- = F CM. y 
dl ' 


d JL 

dl 


( 16 ) 


c’est-à-dire que toutes les propriétés mécaniques d’une seule masse m qui , 
dans le mouvement primitif, dépendront d’une force, résultante F, dé- 


. • 
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pendront exactement de la même manière dans le mouvement sul>- . 
séquent : 

4* De la même force F; 

2” Des quantités 4- mxV, 4- wty V ou des composants de la force cen- 
trifuge 





r 


mr«’ 


que ferait la masse m sur le bras tournant r, si elle était fixement attachée 
à ce bras dans le système des x, y', % \ . • ■ 

S* Des quantités • 


dy dx' 

4- W'ti , — Jtom —, 


ou des composantes d’une force résultante particulière , que l’on trouvera 
en cherchant la projection w de la vitesse v sur un plan perpendiculaire à 
Taxe des s', ét en menant dans ce plan une longueur ou intensité égale au 
terme 


SiitoU 




perpendiculairement à la vitesse u, dans cçlui des deux sens que l’on 
trouvera en décrivant un angle droit, à partir de la direction de la vitesse 
en sens- contraire de la rotation u>. , 

50. Si nous voulions appliquer les formules (16) au mouvement d'un 
projectile à la surface de la terre, en prenant l’axe des %' dans la direc- 
tion du pôle nord sur l’hémisphère boréal, nous n’aurions pas à nous 
occuper des termes mx'u, my'u, parce que les sommes 

F COS. a 4- mx' ta’ 

F cos. fi' 4- my'ot • 

F cos. y 

.V - ••• • " :■ - 

seraient précisément les composantes de la force expérimentale mg de 


. * i 
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la pesanteur sur une masse m, et qu’ ainsi, en désignanljpar X', p, «4 
les angles de la. furce wj avec les axes rectangulaires des y', z, noue 
aurions, après la suppression du facteur m. 



dV_ 
d/’ “T 

£ÿ'_ 

de 

Ùi_ 

dt‘ ~ 


i "* w 
g COS. X 4- Su — • , 

, dix 

g cos.p — Sa _ 

ÿ COS. y' 



l’angle y' devenant le supplément de la distance du pôle nord au lieu où 
se trouverait l’origine des x , y 1 , z\ ou le supplément du complément 
' de la latitude de ce lieu, . 


51 . La vitesse angulaire w serait d’ailleurs le chemin décrit ciradai- 
rement dans le mouvement de rotation de la terre, pendant l’unité de 
temps par l’çStrémité d’un rayon égal à l’unité linéaire. 

Ainsi, en prenant la seconde ppur unité de temps, comme il y a 8G100” 
dans un jour do 21 heures (temps sidéral), on aura : • 


2i> 

ai = —f — - i - . 

8Ci(J0 

... i * 





et il sera facile do voir quelle devrait être la vitesse «’ d’un projec- 
tile parallèlement à l’équateur, pour que la force perturbatrice dont 
nous nous occupons ici-, 

2wu', 

•- < v v 

devînt une fraction déterminée de la quantité connue g de la pesan- 
teur. 

52. Nous n’insisterons pas davantage là-dessus. Nous ne nous arrête- 
rons pas uon plus à faire voir comment la force perturbatrice que nous 
venons de définir, et que M. Coriolis a appelée la forât centrifuge composée 
. d une masse » dans le système tournant des à t y’, z , aura pour eiîet 
de déplacer graduellement le plan d’ oscillation d’un pendule simple. 





Digttizedby Google 


DEUXIÈME PARTIE. 


J't8 

conformément À la belle expérience de M. Fonçant, qui vient d'ètre 
répétée avec un si grand succès à l’observatoire de Paris et au 
Panthéon. , ■ • 


53. Ce qu’il nous importe de faire remarquer, c’est la faculté que 
nous aurons de regarder Je système d’axes rectangulaires des x, y', s 
de nos formules, comme étant fixement attaché à une roue qui tour- 
nera uniformément avec une vitesse angulaire u autour de l’axe 
des s'. 

La lettre F des formules (16) désignera alors l’intensité mg du poids 
d’une masse m, mais la direction de, cette force qui était fixe par 
rapport aux axes rectangulaires des x, y, z, deviendra mobile dans le 
système des x', y', s’, et tournera uniformément autour de l’axe des a' , 
sous une inclinaison constante, avec une vitesse égale et contraire à 
celle que jusqu’ici noos avons désignée par u . 

54. Ce sera cette mobilité de la commune direction des forces mg 
, de la pesanteur qui fera l’unique difficulté que l’on pourra rencontrer 

quelqncfois dans l’application des formules (1 G) à un cas donné, 'car 
les autres forces !', qui émaneront des cloisons on parois d’une roue sur 
une masse liquide adjacente , auront des directions fixes dans le système 
■* des x, y, z, et mobiles au contraire dans le système des x, y , z; puis les 
• forces centrifuges «wV, qui pourront être remplacées par leurs composantes 

, r ■+■ mx'u , 4- my'u , 


et les forces centrifuges composées qui pourront être remplacées 

par leurs composantes 


dy 


— îmu 


dx' 
di ’ 


auront des lois parfaitement déterminées, et assez simples pour que 
l’on puisse se proposer d’établir quelques théorèmes généraux , à l’aidé 
desquels on ne trouvera jamais de difficulté à tenir compte de Fin- , 
fluence de ces forces dans les formules du mouvement. 
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53. Ainsi j pour avoir la loi du mouvement du centre de gravité 
d’une réunion quelconque de masse m, nous n’avons qu’à’ écrire suc- 
cessivement les équations •(■16) pour chacune des massos m qu’il pourra 
y avoir à considérer, et ajouter respectivement les 1"*, les 2"“ ef les 
3"“ de ces équations, ce qui fera disparaître évidemment toutes les 
forces mutuelles, et nous donnera exactement les mêmes résultats eir 
ce qui concerne, . . • 

1“ Le poids total du Système, ' * ' , ■ 

2* La résultante des’ forces, centrifuges wr«’, 

3' La résultante des forces centrifuges composées 2fli w té, 
que si toutes les masses que l’on aura à considérer étaient réunies à leur 
centre de gravité dans le système tournant des x, y s'. 

58. Dans les équations des moments ou de la loi des aireâ, on 
vorra également disparaitre toutes les forces mutuelles, et quand oh 
ne s’attachera particulièrement qu’à celle des trois équations qui con- 
cernera les ^oments autour de l'axe des z , on verra disparaître en- 
core les forces centrifuges mr^, parce que chacune de ce s forces sera 
dirigée par l’axe • des a’. Il ne restera donc que : 

. * .. / , dV , d'x'\ dr 

lm hc —■ — y •jjrJ = E»«w>vF — 2»Smr — ’ 

57. Quand nous voudrons trouver l’équation des forces vives, nous 
n’auroDs qu’à ajouter les formules (IG) multipliées respectivement par (h , 
dy', dz', ee qui nous donnera d’abord : 


m 


dxd? x'+ dy'ify '-4- dx'd'z 


di' 


puis 


=zT(’COS.adx'-pçOB.Çs'dij‘+COS.-/di’)-\-m<a(x'dx+y , dy'), 
m v‘dv’ = F dj’ cos.(F, th r ) -f- mta’rdr, 


et en intégrant entre deux limites, . 0 et \ : 

i » i J , (^')cos.(F>J + \ r,’). 


* • 

V , * 


32 
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38. Ainsi, les forces centrifuges composées n’entreront jamais dans 
l’équation -des- forces vives, par rapport au système d’axes rectangu- 
laires des x', y', 2 ', et en eifet , de co que nous avons dit plus haut 
il résulte que la force centrifuge composée . , 


imoju 


tomliera toujours dans une direction perpendiculaire à la vitesse v'. 

5U. Pour une réunion quelconque de masses», l’équation des forces 
vives sera : 

l 2mi>,” — ^ 2mv." =: 2 j F* cos. (0*0 -t- ^ u'ïmfr, 1 — r,’) 

et comme les forces F 11 e pourront être que des forces extérieures P 
ou des forces intérieures R, nous aurons, par le seul artifice de cette 
distinction : _ 

i 2mt>/’ = 2 [ Pdt' cos. (tÇrfj') + i ca’Srn^,’— r/)+ ï( Rdr, \ 

® 2 J, 2 J* • * I 

tandis que dans le système des x, y, z nous aurons : }(l 8) 

ÿ 2m»,’ — ^ £i;w # ’= 2^ Pd* cos.(P, dt) -+• Rrfr ; 

les forces intérieures ou mutuelles ne pouvant manquer de donner 
exactement le même terme : 

2 ^Rdr ’ 

dans l’une et l’autre équation. 

-tü. 11 suit de là que, par la soustraction des formules (18) l’une de 
l’autre, le terme résultant des forces mutuelles s'en ira, et que nous 
trouverons une relation mécanique qui sera rigoureusement indépen- 
dante des forces mutuelles 11 d’un système. 
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Si nous effectuions, en effet, les calculs que nous venons d’indiquer, 
nous retrouverions celle des trois formules de la loi connue des aires, 
qui dépendra des moments des seules forces extérieures autour de Taxe 
des *\ *. 

•11. Si, au lieu d’une réunion quelconque de points matériels, nous 
considérions une masse liquide, dont le mouvement serait gêné 
par des cloisons fixement attachées au système tournant des axes rec- 
tangulaires des x, y', z, et s’il nous était permis, en même temps, île 
concevoir un étal de mouvement sensiblement permanent dans l’un et 
l'autre Système d’axes, nous pourrions chercher à développer nos deux 
équations des forces vives de la manière qui a été expliquée dans la 
précédente section , en faisant observer qu’une pression quelconque F 
de l'une des cloisons sur la masse liquide pourra toujours être rem- 
placée par ses trois composantes X', Y', ou mieux encore par les 
trois composantes : 

F cos. (F, w) , F cos.(F, r ) , F cos.(F, s) , 

y * • 

dont l’une agira dans le sens de la vitesse tournante r« , l’autre dans 
le sens du bras r, et la troisième dans le sens des ?, de telle sorte 
que dans l’équation des forces vives, qui sc rapporterait au système 
des x',y', ces forces ne figureraient que par la somme : 


F cos.(f7u) XO + F cos. (F, r) x 0 + F cos.(F, s) X 0= 0 , 



taudis que, daus l’autre équation, nous aurions à mettre la quantité 

^ ' 

F cos. (F, w) X rurfl + F cos.(F, r)X 0 + F cos. (F, *) X 0 


pour chacune des forces F, pendant le temps dt, et par conséquent 
pour la totalité des forces F, pendant i’uuité de temps , la quantité 
résultante : 


T == F cos.(^») — otSrF cos. (F^w) , 


.W . 


Digitized by Google 


252 . ; .DEUXIÈME PARTIE. 

qui représenterait la somme (le travail, moteur, que la masse liquide 
eu mouvement servirait à transmettre au système rigide et tournant 
des x' t y’,'x. ... . . 

.Donc la quantité de travail T resterait dans la différence des équa- 
tions (18), et comme la quantité généralement inconnue : 

*;! 1 . .. .. -i sJ’r* . • ; . 

né s’y trouverait plus, nous parviendrions manifestement à une ex- 
pression rationnellement exacte de la quantité T en fonction dés forces 
de pesanteur du système et des seules vitesses », » des particules liquides 
aux orifices d’entrée et de sortie. 

Tel est, en effet, le point de vue qui a été mis en avant par M. Co- 
riolis, et développé par lui dans différents cas. 

42. Mais notre théorème des forces de réaction nous mènera plus 
simplement au même but et encore au delà. .. 

Concevons , en effet , des vases ou canaux fixément attachés aux axes 
rectangulaires des x, y', a', et alimentés par une ou plusieurs veines 
liquides, que nous supposerons fournies par un réservoir distinct du 
système d’axes rectangulaires des x', y', a', mais tournant avec la môme 
vitesse w autour du même axe des a', afin que les mêmes filets puissent 
toujours verser dans les mêmes orifices d’une manière exactement per- 
manente. , 

Alors , il est clair qu’en invoquant notre théorème des forces de 
réaction, et en regardant les pressions additionnelles p,, p, aux ori- 
fices d’entrée et de sortie comme nulles , nous aurons les formulés 
connues : 

P' — ïJX'Jm + Sin'.u, C0S.a', — m’y, cos.a', 

( Q = EJ Y 'im + Sm'.u', cos.jS', — m'y, cos.(3’ 

R' = SlZ'3m + Sm'y, cos. y', — m'y, cos.-/ 

L' = £,mom C ‘Fdm 4- S 

M' = l\mom^Tdm -f- Smonym'y, — Smom^iri ,u\ 

N = EjnomtTSm •+• Smom^m'.u', — S tnom^m ,u , 
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(tons lesquelles nous devrons mettre en place des forces F et de leurs 
composantes X', V', T., non-seulement les forces' de pesanteur mg, mais 
encore les forces centrifuges mr M ’, et les forces centrifuges compo- 
sées %mr<aü, dont les composantes seront respectivement ; 

, , - , * du' 

4- mx (ù f îmw — .... dans le sens dos x 

v * * lie’ 

v . . + iwy w y — ima — «v . j . dans le sens des y 

® > ® • r • • dans le sens dos 

' " * t , t . . * •» 

Or, en désignant par ; 

^ ' iO * % D 

M la somme des masses st dans le volume occupé enlre les 
limites 0, 

n=Mÿ le poids correspondant dont la direction tournera unifor- 
mément autour de l’axe des s', sous une obliquité con- 
stante, avec une vitessse égale et contraire à «, . . , 

t, î' les coordonnées du centre de gravité de toutes les niasses 
m , ou du point d’application du poids n, 
nous aurons immédiatement : 

• -îjf rte- H 

2^rV=^M£V=5 ra( ., +&*»& = + aM <a ÿ ==+ 


9 * ^ 

= HiVs- «V , - M * , 2 M d < 

g di. ^“rff “ 


îWTv 4. -r» c . • 

ce qui démontre que les quantités résultantes des forces centrifuges mr» , 
et celles des forces centrifuges composées 2mo>«', seront les mêmes que 
si toutes les masses m étaient réunies à leur centré de gravité. 

Dans la composition des couples ou moments, oh aura ensuite • 


‘ 1 . , é 

Iîmom,F3m = — - u’^royV ÏÏ. 


XÂ* 




IjB. 

dt ' 
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Slmom^Fâmssmwnyn -f- 0 — SwL^m ~ - T ^ ^ 

dt 

et, par suite, il sera facile (l’avoir les expressions rigoureuses des six 
quantités : 

F, Q', R', L', il',* N'«* 

45. Ces formules étant tout à fait générales, et le poids n devant / 
comprendre encore le poids de la roue à laquelle on voudra les appli- 
quer , nous n’aurons qu’à égaler à zéro toutes les vitesses : 

dx dy di 
dt * dt' dt 

dans le système des y', a’, pour avoir le cas particulier d’un corps 
rigide de masse M qui tournera uniformément autour de l’axe des %’ 
avec une vitesse », et qui , en raison d’une telle rotation , fera sur les 
points d’appui de l’axe des les efforts résultants : ■ 

\ * 

p=n cos-tiO) + - iv 

9 

Q'= Il cos. (Il, y ) 4- — r,V 
9 

R'= n co8.(îlTï') 

L' = mom^Tl — w’SmyV 
M'= moBiy.II — uïmi’i 

tandis qu’ autour de l’axe des t' il devxa être sollicité par un moment 
égal et contraire à la quantité 

N' moin^n , 

pour qu’en effet le corps puisse tourner uniformément avec la vitesse » 
qu'on lui suppose. 
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A\. C’est là uu corollaire (le nos formules générales, que nous avons 
été bien aise de faire remarquer en passant; mais, ce qui méritera notre 
principale attention , ce sera la dernière des six formules de notre théo- 
rème général des forces de réaction, non-seulement parce que les forees 
centrifuges «r« ! n’y auront jamais aucun effet, mais encore parce que 
le terme résultant des forces centrifuges composées 2 m u u s’y réduira 
à la quantité : 


_ v. _ x'dx'+ xjthj 
— 7l — ■ 


dr 


dr' 




qui comportera une nouvelle réduction fort simple. 
On aura en effet : 


„ dr’ Kl nr"— SJmr* 

r “ m rf7= Jt 


• SJImr” = ïi»ir” •+■ Sm\dtr\ — Soi', dlr,’, 

• • 

» > . a * 

et, en vertu de l’hypothèse d’une exacte permanence. 

Si mr’-rrS'.mr 1 ; 


par conséquent: 


S>^ = Sm',r,’-Sm'.r.*, 



et, par suite : 

N'=mom^n — u[Sm', r\ — Sm,’r,’l-(-Sn!om,-m',«’ t — Smom,.m',u' 1 , 
puis,' ' ' . (20) 

T=wN'=Mmom^n — u’[Sm',r,’ — Sm'.r/j+uSmom^m'.u', — uSmomlm' 

• i 

ce qui fera la solution exacte du problème que M. Coriolis serait parvenu 
à résoudre par une voie moins simple et par des raisonnements plus sub- 
tils en retranchant les formules (18) l’une de l’autre. 

„ 41*. Pour interpréter les formules (20) sur une figure, nous repré- 
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senterons par le point 0 la projection de l'axo des z sur un plan 
perpendiculaire à cet axe. A l’un des orifices d’entrée A,, nous mar- 
querons les forces m.'tt,', m,'r dans les directions respectives des vi- 
tesses r.» , et à l un des orifices de sortie A,, nous marquerons les 
forces correspondantes m'u\, m'.r',», dans des directions respectivement 
opposées à celles des vitesses r, ». Au centre de gravité G du sys- 
tème , nous marquerons encore le poids n, et alors, en cherchant le 
couple résultant des seules forces que nous venons de définir autour 
de l’axe des s', nous aurons évidemment la quantité N' des for- 
mules (20). 

46. Mais les formules (15) ou (15 éw) nous 
apprennent qu’en désignant par w„ a, les vitesses 
des masses m\ , m\ par rapport au système d’axes 
primitifs des x,y,z, chacune des vitesses « sera 
déterminée en direction et en grandeur par la 
diagonale du parallélogramme que l’on pourra' 
former sur les vitesses correspondantes a’, r», et, 
d’après cette remarque, il nous suffira évidem- 
ment de chercher le couple résultant des seules 
forces 

. • # •/ 



aux orifices d’entrée et de sortie , puis de désigner encore par r la plus 
courte distance du point G à l’axe des 2 , pour avoir : 


N , ==mom,.n-t-Smom 1 .m',!i, — S mom*m\u y 

=nr cos. (lC“) +Sm',r,u, cos.(C“)— Sw ', r . u . COS.(u„ ») , 

et, 

T =»N'=rir« cos. (fCu) +Sm',r,«u, cos.(u,,w) — Sm',r,wu, cos.(u^). , 


( 21 ) 


La'Jdernière de ces formules pourra être transformée ensuite de dif- 
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féreotes manières, car des formules ( t 5 é«#) on déduira généralement v 

i' 1 = v’ : + rV+ irutv cos. {v, w), 

«t . - , . . . - 

. - f'’ = »'+ r’u’ 4 - irwrcos.(e,«); 

• .* * * • , . ' • ;* •*..* 

puis de celte dernière : * •*. 

’ . '* » . • ■ ' ■ ' ‘ ' 

r«r ««.(a, ») = - e J — - 4- rV, 1 - • *. . 

v 1 4 4 4 • 

. / » • » 

et pour un nombre quelconque de masses » : . 

' ‘ ‘ 1 V 

’ 1 | ‘I . • ' ' 

ïwrwr cos. (ii, to) sx - 2»u>’ Smp’ 1 -f- - «‘2 mr’ ; . 

. 4 4 a v. 

'•v* • • •• ' V • 

donc pour loute6 les masses m t au\ orifices d'entrée : 

Xw’.r.vM», cos.(0* ; = i 2m>/— 2wi>,”+ ifùtjr/, 

«t jiour toutes tes niasses m', aux orifices de sortie : 


2m' 1 r 1 x« 1 cas.fu,, a») = - £m' | u 1 ’ — - Sm',11," ■+■ - v,*Zm',r‘ t 

% * * 4 


puis, eu substituant et en transposant 


ï+i <*’[£in' l r l T — £m' t r,’]= Hn» cos.(fl, u) + ^ ^ Sm’.M,”— 


. •*— - Sm', 11 ’ 4- - Sm’.M,”, 

4 . 4 


, ’ - 1 Sm'.r ” 

(2Î) 




c est-a-dire qu'en ajoutant à la quantité -de travail |T le travail résultant 
des force» centrifuges mr* sur toutes les masses qui, daus l’unité do 

*’ u ' ' \ 
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temps, entreront par les nrüres A, -et sortiront par les orifices A, , on 
obtiendra une somme dont l'expression algébrique coincidera avee te 
deuxième membre de la formule {10). 

II y aura cette différence néanmoins que dan* la formule (22 | On devra 
conserver les vitesses effectives des masses m t , m , , et qu'il ne serait permis 
d’y faire figurer les vitesses des centres de gravité de ces masses, pomme 
dans les formules (10 6is), qu’a la condition d’y introduire quelques quan- 
tités secondaires dépendantes de la vitesse de rotation et dont noua ne 
nous occuperons pus ici. ; . 


47. La principale remarque à faire c'est que, jusqu’ici, le réservoir qui 
•fournissait les veines aflluentes, devait lui-même tourner autour de l’axe 

des *' avec une vitesse w égale à ceflc de la roue, tandis que dans les 
applications, ce sera presque toujours un réservoir fixement attaché au 
système des y, z qui alimentera une série régulière de vases ou de 
canaux fixement attachés au système tournant des x, y', s'. 

Il ne sera pins possible alors qu’il y' ait une exacte permanence dans 
chaque vase ou canal en particulier, mois il pourra y avoir un autre sorte 
de permanence en cl* que le volume occupé par les masses liquide^ dans 
la totalité des vases, ou l '.espace -hydrophore t comme on «Ht ordinairement 
dans la théorie tiré polies hydrauliques, sera, .sinon invariable, «lu moins 
périodiquement changeant entre des limites d’autant plus resserrées, que 
les orifices des différents. vases qui traverseront successivçmqut les veines 
allluenles, seront plus petits ef plus nombreux. ’ . 

Or, en réflégjiissant à un tel état «le choses , et eu se pénétrant bien de 
la démonstration des formules de notre théorème des forces «lé réaction, 
on ne tardera pas à comprendre que rien ne devra changer dans ces 
formules, quand on voudra les appliquer à un espace hydrophore exacte* 
ment invariable, qui sera balayé où traversé incessamment par des cloi- 
sons résistantes jet sans épaisseur, dès l’iustant que ces cloisons u’auront 
pas la vertu de faire changer la figure du volume occupé. 

48. On ne pourra, il est vrai, se procurer des cloisons résistantes sans- 
épaisseur, ni obtenir un espace hydrophore exactement invariable ; mais 
dans te mémoire déjà cité , il est démontré que «les changements uttemalifc 
dans l’espace hydrophore ne produiront que des changements alternatifs 


* 
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correspondants dans les efforts P, Q, B , L, M, N, de telle sorte que les 
intégrales de ces efforts par rapport au temps ne différeront pas des in- 
tégrales des valeurs moyennes de ces efforts , chaqne fois qu’entre déni 
limites I, îles intégrations, le système se retrouvera dans deux- situation* 
identiques, et si cela est, il s’ensuivra que- dans le nouvel état de choses, 
que nous examinons , on aura moyennement en place des formules (4.9) 
et des développements qui en dépendaient,- 

P 3= IvXioi 4- Soi, », cos. x, — Sm, u, cos. a, 

Q = S; Y Sm + Soi, h, cos. (3, — "Sm, u, cos.jS, 

, R = ^ Zùm -t- Sm, u, cos. y, — Sm, n, cos.y, 

L = ^wm, Fàm -+- Smom x ’>i l u l — Smom, m u, 

M = — jinoniy'Fùai -f- Smom ( tN, tt, — Smom, m, »/, 

N = SimomiFâm -t- Smom. m, u,— Smom i m,u, 



Puis comme les efforts résultants P, Q, R,L, M, N agiront réellement 

sur des cloisons fixement attachées au système tournant, des x , y', z', il 

sera bien facile de voir que l’on aura : * 

* 

•* * •- 

■ . * 

T = PXO + (JXO + RXO+L X0 + M X 0 + N« = N« 

c’est -à-diro que, sauf le changement des lettres m'„ m\ en b»„ a»,, on 
retombera identiquement sur les formules (21) et (±21. 

49. Il nous reste si ajouter que la méthode plus snhtilc de M. Co- 
riolis ne nous conduirait pas a un autre résultat, avec l’inconvénient 
en outre de ne pas nous faire connaître les six quantités P, Q, B, L, 
M, N des formules (25). . - * . • 

* • *1 » • 1 ' -'*■ . t m , • % j» 

30. Donc finalement, d.uis li théorie des roues hydrauliques, dans 
celle des roues à aubes et- dans .celle du propulseur à hélice des bateaux 
à vapeur-, dans la théorie du ventilateur a force centrifuge, comme machine 
souillante ou comme macltine aspirante, et généralement dans toute# les 
especes «le roues tournantes à mouvement uniforme, comme aussi dans 
d> pareils systèmes qui se mouvront eti ligne droite avec-une vitesse cou- 


•* * 

I 
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«tante, ce qui reviendra à faire à la fois 

• . • » • 

. - r = 3 o, u = o, r« = e 


dans les formules des systèmes tournants, on aura, connue relation de 
pure gémétrie : 


r sin.(e, «) = o 1 cos. (»', w) -+- èu 
t sîd.(b, u) = r sin. («', ta) 

entre les vitesses v, v, ru d’nn point quelconque dans les deux 
systèmes des or, y, z. et x', y', z, et comme relation exacte de mé- 
canique : 


T=l liu oo«. (I I, «) -t- Î.Sm.tt,’ — iSm.iij - ’— r^Sm, 
, Sm.r. 1 ] 


/(**) 


= Itrcii cos. (II, -a) cos.(u t ,u) — Sra.r.u, <x>s.(a |t t*j}, 

=nruCOS.(n,«)-f-(i) jSin,r,[w',eos.(n', J ! l ))-t-r,i,] — Sm , r ,[ b' , cos . , , v)-t- r , *,J | 

=nrucos.(l I, |Sin,r > u t cos. («,, u) — Sm,r,|u', eoa.(u', 

=sdTrueoa.(l !,«)+« (Set, rjy, cos. (u'.,u)+r,u] — Stn/.u, cos. («,,») J 

» . • • * . , . . . , .. ' - 

Chacune de ces formules pourra- servir à faire trouver exactement la 
quantité de travail T qui sera transmise au système des vases ou ca- 
naux des x' , y , z' , ou celle que par un changement de signe de la 
quantité T, le système des vases ou canaux des x', y', z' devra trans- 
mettre à la masse liquide molle ou pulvérulente qui traversera ces ca- 
naux, potirvu que l’on connaisse le poids fl dans l’espace hydrophore 
et la position du centre de gravité de ce r poids, ainsi que les masses 
entrantes et sortantes m,, », et les vitesses , « ou bien de cee 

masses. <■- ■ 


v 

. . » 
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54 . Quand les veines' entrantes et sortantes auront des formes à peu 
près cylindriques et parfaitement déterminées an milieu de l’air ambiant, 
il n’y aura pas lieu de se préoccuper des pressions additionnelles de nos 
formules primitives dans les orifices, ni d’aucune pression atmosphérique, 
dès l’instant qu’on désignera par tl le poids relatif ou apparent qui sera 
contenu dans l’espace hy drophore . tel que ce poids pourrait être constaté 
expérimentalement dans l'hypothèse d’une solidification instanlanee au 
milieu do l’atmosphère. . 4 , . 

32. Si les veines entrantes et sortantes n’avaient pas des formes cylin- 
driques, il faudrait compléter les formules (24) en y tenant compte des 
pressions additionnelles p . , p, dans les orifices d’entrée ot de sortie , 
à- moins qu'on ne prit le parti de. eouper toutes les veines entrantes et 
sortantes par des surfaces de révolution autour do l’axe des 3, auquel 
cas toutes les pressions p„ p, rencontreraient cet axe «t disparaîtraient 
évidemment des formules (21); mais la difficulté de connaître les vi- 
tesses inégales du centre au dehors d’une veiné de grosseur finie et de 
forme non cylindrique resterait entière. Cette difficulté serait plus grande 
encore avec une roue qui fonctionnerait dans une masse fiqutdo indé- 
finie comme les. roues ou les propulseurs à hélice des bateaux à vapeur, 
et, dans ce cas -là, on appliquerait sans difficulté les formules (24), 
mais sans connaître les grandeurs des quantités qu’on y ferait entrer 
algébriquement , et par conséquent on ne pourrait en tirer la solution 
du problème qu’on aurait en vue. 

33. Dans les autres cas, quand les veines entrantes et sortantes au- 
ront des formes à peu près cylindriques et parfaitement déterminées à 
l’air libre, il faudra évidemment que l’on connaisse ou qu’on mesuré à 
chaque orifice d'entrée l’une des vitesses (ce qui entraînera l’autre), 
mais cela ne suffira pas, et il faudra que L’on trouve encore à chaque ori- 
fice de sortie l’une des vitesses (ce qui entraînera l’autre). 

34. Dans les roues à augeta et dans celles à palettes très-rapprochées 
et parfaitement emboîtées , on aura à très-peu près : 




* « 


Digitized by Google 


Ï6Î 


DEUXIÈME PARTIE. 


* t. 


pf par suite le terme 




représentera une perte de force vive. dans la première des formnles { 24) 
au point de vue de l’effet utile de la roue; mais celte quantité de force 
vive sera employée véritablement à faire des agitations ou des tournoie* 
ments dans la masse liquide,, et n’aura rien de commun sous ce rapport 
avec l’ancien et obscur théorème de Carnot. 

’ • 

53. Dans les roues où il y aura des canaux au lieu d’augefs, on ne saura 
rien à priori sur les vitesses u, , aux orifices de sortie. Il n’y aura alors 
qué l’une dos formules (18) qui pourra donner quelque lumière à cét 
égard; mais ce ne sera qu’une lumière bien faible quand il y aura des 
intermittences de mouvement dans chaque canal. 

* »' * * • •**** a * 

56. Quand un canal poura être traversé toujours de la même manière, 
la première dos formules (18 j deviendra pour des liquides incompres- 
sibles : s*. - . . . 


mu, mu, 


1 . .. — fort P. — r.) 

• tJ ' -, ...... ■ - 


i \ gds cos. (j, iis') 


mais l’intégrale 


+ 1 w(r,’ - o -i- s rw , 

f' 

V gdi C 06 .(ÿ,(is ) 


dépendra de la forme du canal et variera encore d’une position du canal 
à l’autre de manière à empêcher l’écoulement d’étre exactement permanent, 
à moins que l'axe de rotation no soit vertical comme dans les roues à 
réaction proprement dites, et dans celles de M. Fournéyron où l’intégrale 
eu question so réduira à 

. [ ÿds cos.(g^dt') = giz, — . 
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» < n m 9 < P . — P, ) , , . 

- mu mu = — 4- mrj( s, — ni- 
ai «r 'J' ' *' 

+1 


(25) 


4- - ni u’( r‘ — r t ’ ) + £ f Rdr 

’ • • < * J» 

* t • , 4 * . < “*''*• i 

dans laquelle la quantité 

+ 1 . 

SI Wr ’ « ' 

devra prendre une certaine valeur négative 

fi+i 

£\ IWr = — mA , 

dont l’expérience seule pourra* faire connaître la juste valeur. 

57. Dans les autres cas la variabilité de l'intégrale 

( ÿ(/*'cOS.(^d*') , 

• *• 

empêchera l’écoulement A’étre exactement permanent, à moins que dans 
une masse liquide indétinie les pressions />,, p. ne soient variables en 
même temps, et de telle sorte encore qu’avec un écoulement à plein 
jet dans chaque canal , On puisse avoir ou exactement ou tros-apprnvi- 
mativement la relation auxiliaire 

■ **' ^ -+- ( g dt' eos-(j, iU 1 ) = const. 

w J.. 

•> 

38. Il suit dé là que notre théorie des forces de réaction ne nous 
dispensera pas d’invoquer souvent l’équation des forces vives de M. (lo- 
riolis dans les mouvements relatifs; il s’ensuit aussi que l’équation de 
M. Coriolis ne pourra pas être développée exactement dans tous les cas. 
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mais nous serons toujours parvenus à ramener cette partie si neuve 
encore et si importante de la mécanique terrestre ou industrielle à sa 
plus simple expression, et à une forme vraiment élémentaire, avec lïi»- 
mense avantage de pouvoir calculer exactement la quantité de travail T 
d'une mue à l’aide des formules (24), dés que nous nous aviserons 
d’y substituer les valeurs expérimentales des différentes quantités qui 
s’y trouvent, et à ce point de vue mi-expérimental, notre théorie des 
forces de réaction sera vraiment complète et indépendante de la théorie 
des forces vives de M. Coriolis. 
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SECTION V. 

■ 

ni THÉORÈME DE -NEWTON SI’R IA KMIILITCDE 1»KS MOUVEMENTS , CONSIDÉRÉ COMME 
I NF. RÈGLE INIVERSELLE DE TOITES LES OIËSTIONS DE MÉCANHJIE FBATIQVF.. 


1. IC ii géométrie, deux figures sont semblables quand l’une peut se • 
déduire de l’autre au moyen d'un certain rapport l entre (ous*les eûtes 
homologues sans changements dans les angles. 

2. Dans la statique des corps rigides, il suffit qu’un système de forces 
1*, P', P" soit en équilibre sur une certaine figure pour que toutes les 
mémos forces, multipliées par tel nombre f que l’on voudra, soient eu 
équilibre sur la mémo ligure et sur toute figure semblable à celle-là. 

3. Le théorème général de la similitude, en statique, sera ainsi fort 
simple et fort large, puisqu'on pourra disposer arbitrairement des deux 
coefficients ou rapports l,f. 

Cependant dans les applications terrestres, ou sera obligé de compter 

les poids des corps parmi les forces P, P’, 1*" d’un système, et alors 

il y aura deux cas à distinguer, l’un tout idéal, l’autre tout réel. 

4. Le cas idéal sera celui dans lequel on se trouverait en imaginant 
des corps à volumes finis à de graudçp distances les uns des autres, 
et dont les centres de gravité seraient réunis par des droites rigides; le 
coefficient / ne se rapporterait alors qu’à la figure des droites rigides , et 

. tu 
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► 

le coefficient f ne se rapporterait qu'aux poids n, ri', Tl"..... des diffé- 
rents corps, de sorte que l’on ne cesserait pas d’avoir une complété indé- 
pendance entre les coefficients /, f, tant que les volumes des différents 
eorps ne dépasseraient pas les limites au delà desquelles ces volumes péné- 
treraient les uns dans les autres. 

3. Le cas réel sera celui où il n’y aura qu’un même rapport de simili- 
tude / dans toutes les parties du système, et alors en désignant par d le 
rapport, des densités ou des pesanteurs spécifiques, il faudra que l’on ait : 

. ... • /=df; 

> ‘ • •• * • • , * * , , 

car les. poids des corps semblaldes suivront exactement cette loi, et par 

conséquent il devra en être de même de toutes les autres forces P, P', F'. 

t>. Dans la statique des corps flexibles les équations de l’équilibre 
sont : 

dr * 


0=X-f-SR 


dx 


o = Y + XR t- 
dy 

dr 

o = Z + ÏR £ • 
dz 


en tous les points x, y, z d’un système , et les fonctions 

R “ f( r ) = -dT 


pourront certainement être telles que, dans deux positions exactement 
semblables, avant et après la déformation dn système, les forces X, Y, Z, 
qui serviront à produire cêtte déformation , ne varieront pas dans un seul 
et même rapport f. . . 

Donc , inversement, quand les, forces X, Y, Z varieront dans un même 
rapport f, la figure subséquente du système pourra ne pas être semblable 
à la figure initiale, et, en effet, dès l instant qu’on se représentera une 
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barre prismatique posée horizontalement sur deux appuis, sous une charge . 
verticale au milieu, on comprendra que la ilèrhe de cette barre augmentera 
directement avec la charge sans que la corde de l’arc puisse augmenter, 
ee qur empêchera manifestement la nouvelle, figure d'équilibre 'd’être 
Semblable à la précédente. 

Pareillement, une barre prismatique tirée dans le sens de sa longueur 
seulement, éprouvera un certain allongement sans grossir, etc., etc. 

On ne pourra donc pas avoir la prétention d étendre la théorie de la 
similitude en sialique jusqu’aux petits changements de ligure que subira 
un eorps donne sous l'action de forces différentes. 

On pourra à la vérité so proposer d’établir une comparaison entre deux 
corps de grande et de petite dimension supposés semblables dans leurs 
formes initiales quand il n’y a pas de forces X, Y, Z en jeu, et sem- 
blables encore dans leurs formes subséquentes quand l’un est sollicité par 
des forces X, Y, Z, et l’autre par des forces. correspondantes X', Y', Z'; car’, 
en invoquant les formules ordinaires do la théorie de la résistance des 
matériaux , on apprendra que, dans ce cas-là , pour une même espèce de 
matière, et pour une même qualité élastique, il n’y aura de l’un à l’autre 
corps que le rapport unique 


entre les forces absolues qui devront être appliquées de part et d’autre à 
des surfaces homologues. - ■ 

11 s’ensuit donc que la théorio de la similitude en statique pourra être 
étendue jusque-là quand. on fera 

/=/’, ou bien /=!, • -•* 

selon qu’on vomira désigner par la leltre f le rapport des forces résul- 
tantes sur deux surfaces homologues et semblables, ou bien le rapport dos 
forces résultantes par unité de surfaces en deux points homologues; mais 
on ne pourra astreindre à cette mêljio loi les forces de la pesanteur dont 
le rapport de l’un à l’autre corps, pour udb densité égale, sera 


r. 
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• Ce ne seront pas d'ailleurs des formes également résistantes que celles 

de denx corps semblaldos et semblablement fléchis de grande* et petites 
dimensions, et par ces motifs, on ne pourra donner quelque extension à 
l la théorie de la similitude dans la statique des corps flexibles qu’autanf 
qu'on négligera les j>etits changements de figure que subiront les corps 
sons l’action delà force qu’on leur appliquera, ce qui reviendra mani- 
festement à no plus considérer que des figures entièrement déterminées et 
connues à l’avance comme dans la statique des corps rigides où la théorie 
on question se réduira uniquement à ce qui en a été dit tout à l’heure. • 

7. Pour étendre la mémo théorie à la dynamique, il nous suffira de 
faire remarquer que les forces extérieures totales sur un corps en mou- 
vement seront reparésentées par les quantités 



et que, par conséquent, ce seront les quantités complexes X, , Y, , Z, qui 
devront augmenter toutes dans un seul et mémo rapport f, quand oh 
voudra paa«er d’un système quelconque à un autre système exactement 
semblable à celui-là. 

• » k' 

K. Mais en considérant les coordonnées x, y, s d’un point matériel de 
niasse », comme des fonctions de l’arc * de la courbe décrite, et l’arc * 
comme une fonction du temps, on aura : 


<it dx ds dx 

dl ds dt ds 


puis, en considérant encore la vitesse v comme une fonction de l’aie *, 
on trouvera : 


d'x dx dv ds d'x ds vdv dx 


,d‘x 


dt’ ds ds dt^ ds' df V ds ds 1 i /*’ ’ 


4 * 
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de telle sorte qu’en désignant par 

*, 3, y les angles de la vitesse v av«c les axes reclangulaires des 

x,y,z, 

r le rayon de courbure de la trajectoire considéré comme essen- 
tiellement positif, 

n, b, e les angles que fera le rayon r, mené de la circonférence vers 
le.ccntre, avec les *, y, z. 


ou aura : 


d x vdv v 

— 7 = — - cos. a H — cos. a 
_■ • (Il ds r 

d'il vdv „ , b’ . 

-7 = — cos.fi - cos. b 

dt ds t 

. » #1 vdv e 1 

_ = _ eos . 7+7 c ° s . c . 

9. Il suit de là que d’un système à un autre, les quantités 

d 1 * d'y <Fs _ . . , 

’dF' d?’ dF ; * ‘ 

pourront varier de bien des manières; mais quand on ne voudra 
faire de comparaison qu’entre, les points homologues de deux systèmes 
semblables, et que de plus encore ou voudra avoir des trajectoires 
semblables, afin que la similitude des deux systèmes puisse avoir lieu 
indéfiniment, alors les angles *, p, y et », b, e seront les mêmes de part 
et d’autre pour deux points homologues, et les forces dynamiques, dont il 
est question, varieront en partie comme le terme 


et en partie comme le terme. 




vdv 

~ds‘ - * 


J! 

. • > 


s S 

r . : * 


'*■' .--V 


♦ .. 


> *■ * 
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10. Ainsi en désignant par u le rapport de# vitesses de deux points * 

homologues et eu conservant la lettre / pour désigner le rapport des " 
dimensions linéaires, on aura* dans l’autre système, la vitesse 

\ 


V = U V , 


Ji 


et les forces correspondantes : 


• • * v 

% 


V __ U V U V 

T lr t r 


v'dv __ wv(udv + urfu /u vudu\ vdv 

di _ Ut \ l Idv ds ’ 


d'où l’on voit que du premier système au second le rapport des forces 
centripètes sera : " t 


u 

7 


et le rapport des forces tangentielles 


u’ vu du 

l + ldv' 


Donc le rapport de ces deux espèces de forces ue pourra être le même 
qu’autant qu’on aura : 


- u as const. 

v 


..<■«) 


' y 


et quand cette condition sera remplie, le commun rapporl.des quantités 

<Tx d'y d'n 

dë* dê’ ÏÏ* ' i 


entre deux points homologues de deux systèmes exactement 

-v • i/ ,: 


semblables, 

» * * 

• . 


t . 1 


*s.V 


• » 
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a 


l ’ 


c’est-à-dire le quotient du carré du rapport des vitesses par le rapport des 
dimensions linéaires. 

•H . Le rapport des niasses homologues dans deux systèmes semblables 
étant : 

• fft 

0 

la lettre d sériant à désigner le rapport des densités, on voit que le 
rapport des forces d’inertie 


d'x 

1 rf< ! ’ 


d'y 


-m 


<ft 

dt‘ 


sera : 


f—dt.X j=idVu, 


(*) 


et que, par Suite, toutes les autres forces dont les composantes ont été 
désignées par X, Y, Z devront varier comme celle-lii , c’est-à-dire comme 
la densité , comme le carré des dimensions linéaires et comme le carré 
des vitesses. 

12. Le rapport des durées t , ( de deux excursions homologues de- 
viendra : 

\ • ‘ . ■• . . • 

i’_l ' ' ‘ 

• t u ' 


et ce serait là toute la théorie de la similitude en dynamique, s’il nous 
était permis de négliger les forces de la pesanteur. 


# « 
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1 S. Il s’ensuit qu’en l’absence «les forces de ia pesanteur, les résistances 
des corps flottants de formes semblables et à parois absolument lisses ou 
polies varieraient exactement comme les densités des liquides , comme les 
surfaces homologues et comme les carrés des vitesses, pourvu que la pres- 
sion atmosphérique à la surface libre de ces liquides v ariôt aussi d’après 
la môme loi , et par conséquent proportionnellement à la densité ainsi 

qu’au catré de la vitesse par unité de surface. 

, v > 
14. Mois dans les applications terrestres on ne pourra généralement 
pas se dispenser d’avoir égard aux forces de la pesanteur, et alors il 
faudra que toutes les autres forces varient précisément comme celles- 
là, c’est-à-dire, qu’à la relation générale 

/=dtv, 


il faudra que l’on joigne encore la condition 

«’ = /, . (3) 

ce qui entraînera 

; ' : , /=<«• 

pour les autres forces comme pour celles de la pesanteur, 
v 13. La condition 

u’ = t 

géra d’autant plus nécessaire que les forces de la pesanteur seront plus 
prédominantes dans un système, c'est-à-dire que le mouvement sera plus 
lent; elle sera d’autant moins nécessaire, au contraire, que les forces mg 
de 1a pesanteur seront phis petites à l’égard des forces d’inertie 


• d*Jt , . 1 | 

~ m dF’ ~ m dP 

v * w • 

ou que le mouvement sera plus rapide. 
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•16. Il suit de là que la résistance d'un corps flottant à différentes- 
vitesse et avec une pression convenable à la surface libre du liquide , 
devra se rapprocher indéfiniment de la proportionnalité au carré de la 
vitesse, à mesure que le mouvement deviendra plus rapide, et devra 
s’éloigner au contraire d’une telle proportionnalité à mesure que le 
mouvement deviendra plus lent. 

47. I/evacte proportionnalité aux surfaces et aux carrés des Vitesses 
ne pourra avoir lieu, en un mot, qu’ autant que l’on opérera avec des 
formes semblables et avec la conditiou 

■•• •. , - . - * 

«’ = l. 

Ainsi dans le cas où l’on aurait constaté par expérience la résistance 
d’un modèle de vaisseau , ou bien ’ L’allure complète d’un modèle de 
bateau à vapeur, â roues ou à hélice, au moyen de certaines forces 
connues, on n'aurait qu’à exécuter l’un ou l’autre modèle avec des 
dimensions linéaires l fois plus grandes , et à multiplier toutes les vi- 
tesses observées par le rapport • ; ■ • .••••; 


M=V7 


- * » 

.* i 


• A , 


pour que le nouveau système fonctionnât semblablement au précédent , 
en exigeant des forces, dont les intensités statiques seraient toutes augmen- 
tées dans la proportion du cube du rapport des dimensions linéaires 
à l’unité, ce qui ferait augmenter la quantité de travail de chacune de 
ces forces comme le produit , 


<//*« = «flV 


.48. On inversement dans le cas où les dimensions et la vitesse d’un » 
vaisseau ou d’un bateau à vapeur seraient données, et que l’on se proposât 
d'expérimenter sur un modèle en petit , pour trouver toutes les relations 
des forces et des vitesses du système, on emploierait la môme formule 


1 =V' 


. •. ■> • • » . ; 

1$ 


. * * é 


» , * ■ 
.v ^ • 


* 


Digitized by Google 


* S- 


SECTION CINQUIÈME. — DYNAMIQUE. 29» 

V 

a su établir jusqu'à ce jour par des moyens plus ou moins empiriques 
ou défectueux en hydrodynamique, et quand on y joindra la théorie 
des forces vives de M. Coriolis ainsi que notre théorème sur les for- 
ées de réaction, on possédera une science beaucoup plus simple et 
bien autrement puissante que celle qu’on a voulu tirer jusqu’à pré- 
sent des formules spéciales de l’hydrodynamique, dont l’utilité nous parait 
absolument nulle dans un cours de mécanique terrestre. . - 
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